RESUME DE DYNAMIQUE
Principe fondamental de la dynamique

Un repére inertiel, dit aussi galiléen, est un repere dans lequel un corps qui n'est soumis a aucune force, se déplace
en ligne droite et a vitesse constante (vecteur vitesse constant).

Un observateur ¢ est constitué d'un repéere de temps et d'un repére d'espace. C'est un systéeme de référence ou
référentiel.

Le principe fondamental de la dynamique affirme qu'il existe au moins un repére galiléen et une chronologie tels
que, pour tout systéme matériel X a masse conservative, le torseur des efforts extérieurs a Z soit égal au torseur
dynamique galiléen de 2

T N ff—)Z(Q)
On alors I'égalité suivante. I/5(Q)
MEHZ = 5Z/g
Torseur des efforts extérieurs a Z = Torseur dynamique galiléen de >
o| Rs
Notation pour l'intégration A
On notera par exemple fz f(Q)dm a la place des différentes modélisations des forces.
volumiques massiques surfaciques linéiques discretes (Qi,]_‘;)
JIl; f(@adv Iy fm(@dm 55 £s(@)ds J, f(@)de 2ifi
f2(Q) en N/m’ g(Q) en N/kg £:(@) en N/m’ fe(@) en N/m fenN

dm(Q) = p(Q)dv

Théorémes généraux de la dynamique

On va montrer que |'égalité entre deux torseurs est équivalente a deux égalité vectorielles ou a six égalités scalaires.

Ms_5(A)= fz E A f5_5(Q)dm Moment en A du torseur des efforts extérieurs a >
05/g(A)= fz E ATE(Q)dm Moment en A du torseur dynamique galiléen de 2
Pour montrer que Ms_y et 82/9 sont bien des torseurs, on change de point.
Par définition : Ms_5(B)= [} BO A fz.5(Q)dm Par définition : &3,4(B)= [ EﬁAm’(Q)

Vs (®)= | (BA+AQ)ATr s (@dm 52is®)= | (BA+AQ)AT 5 (@dm

z z
Ms 5 (B)=M5 5 (A)+BA A f frx(Qdm 85/9(B)=35,4(A)+BA 4 f T5(Qdm
b b
ME%Z(B):MEHZ(A)-FBA A FEHZ (Sz/g(B):(Sz/g(A)‘I'BA A mz DQ(GZ)

Le torseur M5 _5 a pour résultante : F5_5 Le torseur 85,4 a pour résultante : mzm’(Gz)

Une résultante de torseur n'a pas a étre donnée en plus du torseur, la définition du champ suffit.

On peut alors écrire les deux théorémes généraux de la dynamique

Fs_5 = mzm(Gz) Théoréme de la résultante dynamique en N = kg.m.s™
Ms_,5(A)= 63,4(A) Théoréme du moment dynamique en N.m = kg.m?.s

L'égalité des résultantes et des moments en un point assurent, en utilisant les relations de changement de points,
I'égalité en tous points des champs de vecteurs particuliers que sont les torseurs. Autre solution délicate a manipuler

M5 5 (A)=083/q(A) Mz 5(B).Ui= 03/4(B).U Ms_ 5 (B).V=63/4(B).D Ms_ 5 (C).w=83,4(C).W

- Les résultats des sommations ne dépendent pas de la partition utilisée pour Z

- Dans le cas généralona: M,_,, = M1iz + Mlgz + M1iz e=électromagnétique g= gravitation c= contact



Additivité des moments cinétiques, des moments dynamiques etc... définis par une somme : fz

On a des sommes : |,

s doncsiona:X=2,Uz, avec XN, =@ alors: fz =Js, +fz

2

Par exemple :

03/g = 03,79 * 03,79
Ms_ s = M55z, + M55,

Comparaison des partitions possibles de =
On va montrer que si on découpe suffisamment I on peut souvent se passer des notations avec e, g et ¢

On isole le rotor (r) d'un moteur électrique.
1- On ne découpe pas T Mz = 6y/g

7

Mfg»r +Mff>r +Mff>r = 0r/g

Mc =M c +M c +M
for paliers—r récepteur—r air—r

c Effort de liaison, c'est une liaison pivot.
paliers—r
Si la liaison pivot d'axe (4,x) est supposée parfaite ona: Mpahersf)r(A).x =0
2-On découper =TUSUPURUa
On note : T=Terre S = Stator P = Paliers R = récepteur a =air
Mz, = 6r/g

My + Mg + Mp_yy + Mgy + My = 6r/g

—_—
On peut aussi décomposer les paliers en P; et P, ou considérer un systéeme équivalent si on a déja calculé Mp_,,

Mp_,r = Mp, r +Mp, ¢ Pour séparer les efforts sur chacun des roulements.
Par exemple: Mp_, Effortde liaison, c'est une liaison pivot.

Si la liaison pivot d'axe (4,X) est supposée parfaite ona: Mp_.(4).X =0

Remarque 1 : On néglige les efforts gravitationnels autre que ceux dus a la terre.

Remarque 2 : Pour chaque torseur, c'est a dire pour iy € {T,S,P,R,a} ona : Mfk_)r =M_e +M_g
ry—2 ry—2 Ik

la

2
mais la partition est telle que deux de ces torseurs sont négligeables devant le troisieme, ou sont nuls.

Graphe des efforts

(Graphe des liaisons plus les autres efforts)

Cn
lvot
[ r=ro ) R= Récepteur
L ~
mg |

La frontiere d'isolement visualise les différents efforts de 1 surr



La démarche de modélisation
Un effort ou action mécanique est modélisé par un champ de forces concentrées ou réparties.

On utilise plus rarement des champs de couples-efforts concentrés ou répartis, pour des milieux polarisés
électriques ou magnétiques par exemple.

Prenons d'abord la modélisation des efforts abordée ci-dessus.
Un champ de vecteur est une application qui, a un point associe un vecteur. Voici deux exemples.
- L'effort de I'eau sur un barrage est modélisé par une pression répartie sur la surface du barrage Q - p’(Q)

- L'effort gravitationnel de la terre sur un satellite £ résulte de la sommation de la force de gravitation de Newton
due a la matiére de la terre sur chaque élément dm de matiere de

Si on suppose la terre a symétrie sphérique : ngZ(Q)dm = — %Igg%dm =g’ (Q)dm 9 (Q) enN/kg
Fg =[ f.o.(Q)dm
> z >

— . F g,=——5—u=-mgu =mg
WMoy (@ = [ GOAT,g@dm 6 e

=z T M_g(6) = L TAIG (W)
Supposer g (Q) constant localement, 0

— _0G
c'est négliger ce moment. == r=0G
Réel Modeéle local Modele global

Correspondance
non injective

Efforts :

e = électromagnétiques

g = gravitationnels

c = contact

Espace des champs Espace des torseurs : T

de vecteurs

Une modélisation est une simplification de la réalité, la nature est toujours plus fine que nos modeéles. La démarche
de modélisation montrée ici devra étre comparée a des mesures pour valider ou invalider le modeéle.

La démarche scientifique: Qu’est-ce qu’un modeéle?

Modeles ou Théories.

Expériences sensibles
prolongées par nos
instruments.

Validation ou réfutation du modéle.



Définition des torseurs

Nous venons de montrer que les deux champs de vecteurs: Ms_; et 85/, sont des torseurs en démontrant
qu'ils vérifient la propriété de changement de points suivante.

Mg_i(B):Mg_)z(A)fBX A Fs_s pour le torseur des efforts extérieurs a 2
@(B):@(A)JBK A sz—/g)(Gz) pour le torseur dynamique galiléen de 3

Ces deux torseurs sont définis a partir d'un autre champ de vecteur, f5_5 pour Ms_;s

et m) pour ?,g' Les deux démonstrations sont formellement identiques, on appelle ces deux torseurs : m
et ?,g' des torseurs a structure.

On remarquera que les champs 72—_,2) et m ne sont pas toujours eux méme des torseurs!

De plus, le passage du champ de forces au torseur associé perd de I'information, I'application n'est pas injective,
deux répartitions différentes peuvent définir le méme torseur.

Pour définir un torseur, on a donc besoin d'un espace dans lequel on puisse définir un produit vectoriel.

e

On utilise un espace ¢ affine euclidien orienté de dimension 3 et E |'espace vectoriel associé.

En clair, on utilise R3 pour les coordonnées d'un point ou pour les composantes d'un vecteur.
Plus précisément, soit un champ de vecteurs f: 7 >E qui, a un point A associe le vecteur F(A)

f:>E

A->f(A)

Le champ f estun torseur s'il existe R tel que V A Be ¢, F(B) = F(A) +BAAR ou F(B) = F(A) + RAAB
Le vecteur F(A) est le moment en A du torseur f
Le vecteur F(B) est le moment en B du torseur f
Le vecteur R est le vecteur du torseur f ou la résultante du torseur f
On en déduit une premiere propriété en projetant ces deux vecteurs sur le vecteur AB
On obtient : f(B).AB =f (A).AB+(BAAR).AB soit f(B).AB =f (A).AB

Il y a méme projection sur le vecteur AB le champ de vecteur f est dit équiprojectif.

Antre propriété, la différence de ces deux vecteurs F(B)-F(A) peut étre vue comme |'image d'un opérateur E; =RA
RA:E> E
AB - RA AB
Cet opérateur est linéaire et antisymétrique car (ﬁA U).v = —(ﬁA v).d
On a alors les définitions équivalentes suivantes.
Un torseur est un champ de vecteur f équiprojectif sur un espace affine euclidien orienté de dimension trois.
Vv AB€ , f(B).AB=f(A).AB

-

Un torseur est un champ de vecteur f sur un espace affine euclidien orienté de dimension trois associé a un

endomorphisme antisymétrique RA:ES E

AB > RAAB soit RAAB = f(B)-f(A)

Un torseur est un champ de vecteur f surun espace affine euclidien orienté de dimension trois qui vérifie la
propriété de changement de point. F(B):F(A)+§A) AR
Soit:3Re€E/V AB€ /, f(B)=f(A+BA AR



Classement et description des torseurs

Le nombre F(Q).ﬁ) est indépendant du point Q c'est l'invariant scalaire du torseur f

Onnote : I; = f(Q.R

C'est la projection du moment sur le vecteur du torseur.

- —_—
Danslecasou f(Q).R =0 onauntorseurélémentaire : glisseur ou couple

Pour visualiser le champ de vecteurs, on dessine un vecteur F(Q) en différents points Q

Le cas général correspond au cas ou l'invariant scalaire du
torseur n'est pas nul.

f(QR #0

Propriété : L'ensemble des points tels que le vecteur moment

— —_—
f(Q) etle vecteur du torseur R sont colinéaires est une droite
appelée axe du torseur.

On peut imaginer que I'on a le champ des vitesses d'un
mouvement hélicoidal.

S

\ N
3 %@) el

P4

S

M

R

Un torseur-couple, ou un couple est défini parﬁ’ =0
C'est un champ de moment constant.

C'est par exemple le champ des vitesses d'un solide
indéformable en translation.

Une translation est définie pas Q=0

—

Un glisseur est défini par F(Q).ﬁ) =0etR #0

On peut imaginer que I'on a le champ des vitesses d'un
mouvement de rotation d'un solide indéformable.

Propriété : L'ensemble des points ol le vecteur moment est nul
F(Q) =0 estune droite appelée axe du glisseur.

On peut imaginer que I'on a le champ de moment d'un vecteur
lié (4, ﬁ)) ou (A,F) le point A étant un point de I'axe du
glisseur on a W(A) =0

M(Q)=M (A)+QAAF = QAAF
Onreconnait M = F.r

On peut aussi imaginer que I'on a le champ des vitesses d'un
mouvement de rotation on a V(A) =0.

VI(Q=V(A)+QAAQ = QAAQ
Onreconnait V = Q.r




Exemples de torseurs

Champ des vitesses d'un solide S; indéformable par rapport a un repere Ry
Vl/o . et 9 E
A= Vi (A)=Vy0 (B)+AB A Q10

La composition des vitesses s'écrit: Vo =Vy 5 +V, 0 qui est une somme de torseurs.
Torseur dynamique d'un systeme matériel X par rapport a un repere R,
@0' 1> E
A 85/0(A) = [; AQ AT)5(Q)dm
On rencontrera le torseur cinétique d'un systeme matériel a masse conservative défini ici par rapport a un repére R
Oz <OE
A= Ty5(A) = [y AQ AV)g(Q)dm
Champ des petits déplacements d'un solide S, indéformable par rapport a un repéere Ry
Dyjp: #>E
A->Dy/o(A)=Dy/o (B)+ABA Gy /0

Torseurs a structure définis par un champ de forces concentrées

- Cas d'un seul vecteur F en un point Q

M: />E }o
A > M (A)=AQAF F
le torseur M est un glisseur Q.

Q Q N

- Cas de deux vecteurs, i) en un point Q; et i’ en un point Q, / f //
M:>E — Fa

R _— = —_— Fl ﬁ) QZ
A > M (A)=AQ1AF; + AQ,AF,
Si F—l) = —F—Z) le torseur M est un couple W(A)=AQ1AF—1) - AQZAF_{ = QZQlAF_l’

-CasdeN vecteurﬁ) en des points Qg Q«
M: >E /.
A > M (A)= ZN_; AQ) ARy Fy

Contre-exemples

Le champ des vitesses d'un fluide par rapport a un repére Ry n'est pas toujours un torseur, en effet, deux particules
fluide peuvent s'éloigner ou se rapprocher.

\—//_0) . > E
A~V '(A)
Le champ de forces réparties f5_s n'est pas toujours un torseur, en effet, il peut varier de nombreuses fagons.

_
Le champ des accélérations [}, n'est pas toujours un torseur, méme pour un solide indéformable.

Pour un solide indéformable nous avons le lien suivant entre le champ des accélérations en A eten B

d — —_— —_— d m—m—
I3/(A) = T5/g(B) +;[AB]  AQys0+ABA 2:[Qy)0]

/8



Cordonnées vectorielles d'un torseur

L'espace vectoriel des torseurs est un sous espace vectoriel des applicationsde = E

f: <> E
A->T(A)
Les deux lois sont : f= E) + f; f= k.f

Cestadireque V Q€ /, F(Q=f (Q +£(Q et f(Q=kf (Q
Remarque : Il n'y a pas a donner une définition particuliére pour ces deux opérations, c'est simplement la définition
commune a tous les champs.

Il faut cependant montrer que, pour des torseurs, en changeant de points, on obtient : R= W + E) et R = k.ﬁ)
f(B)=f, (B) + f, (B)=F; (A)+R; AAB+f, (A)+R, AAB
On a bien: F(B) = F(A)+(§; + W)Aﬁ f est bien un torseur et son vecteur est vecteur R = ﬁ; + E)

La somme de deux torseurs est bien un torseur alors que si on additionne deux glisseurs, on n'obtient pas forcement
un glisseur!

On a de méme : f (B)=kf; (B)=k.(f; (A)+R; AAB) = k.f; (A)+kR; AAB=f(A)+kR; AAB
Il existe un isomorphisme, qui dépend du choix d'un point, entre I'espace vectoriel T des torseurs et R® x R3
@p: T-> EXE~R3xR3 T est donc de dimension 6
f > @a(®)=(RF(A)
R est le vecteur du torseur f

Le couple de vecteurs (ﬁf(A)) est appelé cordonnées vectorielles en A du torseur

On pourra noter : F=(§),]7(A))A ou f= {T}EA)} On met R en premier.

A
Exemple d'un torseur cinématique:  V =(wy,vX), cestadireque: Q =wy et V(A) =vx
Exemple d'un torseur d'effort : M'=(FZ,C,z), Ccestadireque: F =FZ et M(A)=CpZ

—

Les vecteurs x,y’,Zz sont des vecteurs unitaires.

Cordonnées scalaires d'un torseur
Dans un repére orthonormé (4, x,y,Z) on définit les coordonnées scalaires ou pliickeriennes d'un torseur sur une
base de glisseurs et de couples. Cette base correspond 2 la base {(¥,0),(¥,0),(Z,0),(0, %),(0, %),(0, 2)} de EXE

E.M,
M= FyMy =FGun tBYuy + EGuzn + M Cz+ M,C; + M,C; C'est bien le torseur M
z

M .
z)(axy.2)

Guzn: > E Glisseur unitaire d'axe (4, X) C_,g : > E Couple unitaire de direction X
Q- Q(A,,;)(Q)=Q_A)A %= #AAQ pourlN Q > Cz(Q)=% pour 1 N.m
On a bien:

~l

M(Q) = F, QAAZ + F, QAAY + F, QA A 7+ M, %+M, y+M,
M(Q) = QAAEX + QAAF,J + QAAF, 7+M, X+M, Y+M,Z

Soit : M(Q) =QAAF +M(A)



Comoment ou produit de deux torseurs
X: TXT-> R
Ty B> Ty x T, =R, T, (A)+R; Ty (A)
Le comoment de deux torseurs est une forme bilinéaire symétrique sur TXT
Le comoment semble dépendre d'un point. On va changer de point pour calculer quelle est cette dépendance.
Ry Ty ()+R; T (A)=R; (T, (B)+R; ABA)+R, (T, (B)+R, A BA)
Ry T, (A)+R; Ty (A)=R; T, (B)+R; Ty (B)+R; .(Rz A BA)+R; .(R; A BA)
Ces deux produits mixtes présentent 1 permutation, ils sont donc opposés.
On a le méme résultat en prenant les momentsen Aouen B: ﬁ;.ﬁ(A)+§.f(A)=E?.f(B)+§.f(B)
Le comoment de deux torseurs ne dépend que de torseurs et pas d'un point.
On aura donc le choix d'un point pour simplifier les calculs des moments.

On rencontrera plus loin les comoments suivants.

Ps_s/g = M55 X Vs/q4 Puissance galiléenne des efforts extérieurs au solide S

Ps o5, = Ms, s, X Vs, /s, Puissance des inter-efforts entre les solides S; et S,
1—— 7 3 . . s .

Ecsig = 5 0s/g X Vs/g Energie cinétique galiléenne du solide S

Expression analytique d'un comoment

Prenons |'exemple d'une puissance : Py_,5 /s = M1, X V54

E M, DV
M= M, Vayg=9 WV
EM v,

27 (AXY2)
Py osg = My (A)Qq55 +V3/9(A). Fisp
Piozsg = Fe Ve + Fy Vi + B, Vy + My Oy + M. O, + M.,

(AXy,7)

Comoment d'un torseur a structure et d'un torseur g uelconque
On transforme un comoment en une intégrale d'un produit scalaire et réciproquement.

Prenons comme exemple la puissance galiléenne des efforts extérieurs au solide S

Ms_ s X Vs/g = Mg s (A)-Qs/g + Fs_s.Vs/4(A) V(@) fs-:(Q)

M g X Vg = L 40 A F5s(Q) dmTs , + L Fron(Q) dm. Vs (A) '
Mg s X Vs/g = L (Q5/94 AQ). f5o:(Q) dm+ L Vs/9(A). f5-5(Q) dm ol Re
A

Mg s X Vs/g = [ Vs/5(Q). fz-5(Q) dm

C'estl'intégrale du produit scalaire suivant.

Moment Vg,,(Q) en un point courant Q du torseur Vs,, parlavaleur en Q duchamp f5_5 qui définit Mg_,g
le torseur a structure.

Le dessin montre cette somme en chaque point courant sans référence a un point particulier ce qui montre que
le comoment ne dépend pas d'un point.

C'estici une somme de puissance m/s.N=]/s=W Ps_g/g = M55 X Vg

On peut faire toute la mécanique générale en n'utilisant que des vecteurs. L'intérét des torseurs est d'écrire de facon
synthétique, globale, des résultats classiques. On facilite ainsi les démonstrations et la mémorisation des démarches
et des résultats comme on va continuer a le constater.



Théoréme des actions mutuelles
Soit une partition de =

>=2,U¥, avec N, =90

OnappliquelePFDaZaX2;eta 2, 2,
Ms_ s =085, /q Y =3,Uf avec I,n=0¢ o

Ms, 5 =085,/ Y,=3%, UF avec I,n¥=0

Nl

Ms_,1+Ms_; = 6174462/ Onnote 1 et2alaplacede 2, et %,

M, 1+Ms_; =614

M ,+Ms_,, = 52/g

On en déduit I'égalité suivante.

M= — My
Le torseur des efforts de 1 sur 2 est I'opposé du torseur des efforts de 2 sur 1

On peut écrire ce résultat sous la forme de deux équations vectorielles.

Fi,= —F, 4 Les vecteurs forces sont opposés
Mi_,(A)= — M,_,1(A) Les vecteurs moments en un point quelconque sont opposés

Donnons deux exemples de paramétrages qui tiennent compte des actions mutuelles

SZ [ | Sl

Cn
Justification : 7 est un vecteur unitaire T U U est un vecteur unitaire i —=
F_,=Fu Fen N M,_,(A) = C,u A quelconque C,, en N.m
et F2—>1 = _Fﬂ et MZ—)l(A) = — mﬁ

Efforts transmis dans une section droite d'une poutre en résistance des matériaux

> A
Y ad —> X
T A M
N
N
Mf‘




Remarque sur la dérivée des fonctions vectorielles

- . . - . d = .
On ne dérive pas par rapport a un repere, on dérive une fonction. En notant — [U]/g on fait porter /g surla

fonction pour indiquer que I'on dérive la fonction définie dans le repéere en indice.

par exemple on écrit : —[U] =%[l_f]/1 +m/1ﬁ

/2

Moment dynamique galiléen pour un systéme matériel quelconque, a masse conservative >

Moment dynamique en fonction du moment cinétique : d5,/,(A)= % [oz/g (A)]/g+m2'm(‘4) Am(G)

Le point A est quelconque, en mouvement ou pas, sur un solide ou pas. On retient : 5(A)=%5(A)+m.l7(A) AV(G)
Pour démontrer ce théoreme, on dérive le moment cinétique.
05/g(A)= fz @A%(Q)dm(Q) Moment en un point quelconque A de 03,, torseur cinétique galiléen de X

\ - . . (e . d . L
Pour un systéme matériel Z a masse conservative, la dérivation = peut entrer ou sortir de l'intégrale.

d . d — — —d —
%[GZ/Q(A)] o= L a[AQ] /g/lV/g(Q)dm+ L AQA%[V/Q(Q)] /gdm

d —_— s - —_ _—
T, = | (7@ V) AV @dm+ | 2GAT;@dm
o), = V@4 [ V@dm+ [ A6AT(@)dm

319279 /94| Vig ) JZ

o [az/g (A)]/g = =V,g(A)Ams. V,5(G) + 65,4(A)  ce qui démontre le théoreme
Cas particuliers
Pour un point A fixe Ar dans le repere galiléen Rg noté g ona: 6y, (Af)=— p” [az/g(Af)]/g
. - d ——

PourunpointA=G  65/,(G)= o [az/g (G)]/g
En un point fixe ou en G, le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique.
Le systéme matériel Z est seulement supposé a masse conservative il peut, par exemple, étre déformable.
Rappel sur le centre d'inertie ou centre de gravité de Z

On va montrer que : [, V,5(Q)dm = my. V,;(G)

Rappelons la définition du centre d'inertie a I'instant t du systéme matériel Z(t)

AG(O) = =y, AQ@dm@Q(®)
soit  AG :m_fz AQdm Pour A=G ona: [; GQdm = 0
z
Onaune |, doncsiona:x=2,UZz, avec 2Z,nZ,= @ alors: AG =Gt maAG,
z my+m;
—_— d m— 1 d —m— 1 — _—
4G =_m(2) J, AQdm wl46] =5k 2 [4Q] dm =~ ], (V/g(Q) - V/g(A)) dm

—_— —_— oL _— _ 1 —_—
V/g(6) = Vjg(4) = — (2) — (V/g(Q) - V/g(A)) dm  soit: Vig(6) = — [, V;5(@Q)dm
Onadonc [; m(Q)dm(Q) = mz.m)((})
Le point G est unique, en effet, si BG' =mifz B_Q-)dm
2

GG' =AG" -AG = AB+ BG' -AG

GG’ =AB+ —f (BQ —4Q)dm = AB+ —— [, BAdm=0 G=¢G'

m(z) "2 (2) ) z



Moment cinétique en un point quelconque d'un solide

Pour un point quelconque A on a :?Ts/_g’(A)= fs Za/lm(Q)dm

Pour un solide, le champ de vitesse VSTJ est un torseur, ce qui va nous permettre de passer par un point de S.
Vs (Q) = Vs/g(A9) + Q5,, AA;Q A point du solide S
Ts7g(W)= [; AQA(Vs/g(As) + Qs/g A ASQ)dm

Gs/g(A)= [, AQAVs;g(A)dm + [, (AAs + A;Q)A (Qs/g A A;Q)dm

0s,9(A)=mgs AGAVs; 4 (As) + msAAs A (Qs)g AAsG) + [ AsQA(Qs/g A AsQ)dm
La derniere intégrale dépend du vecteur )5/, et du solide S et du point A; On définit alors I'opérateur suivant.

L'opérateur fA,S P U > I;_S(ﬁ) = fs A_Q)A(Ti/l E)dm est 'opérateur d'inertieen A du solide S

Moment cinétique en un point A quelconque est donné par la formule a rallonge suivante.

Os/g(A) =mgs AGAVs 5 (Ag) + msAAg A (Qs/g A AsG) + 1}5_5(95/9)

Cas particuliers

Il'y a deux cas simples a retenir :

0s/4(G) = fG_S(QS/g) Au centre de gravité du solide
0s/g(Asp) = I;sf_s(ﬂs/g) En un point du solide, fixe dans Rg
Cas ou A = A point du solide : 05,9 (As) = mg EAVS/Q(AS) + fAS,S(QS/g)

En général ag,,(As) # fAS,S(-QS/g) (égalitési A; = G ou Vs4(4s) = 0 ou encore E 1 Vs/4(4s))

Démarche en deux étapes pour se passer de la formule générale
On calcule ag,4(As) pour lire directement le terme complémentaire : mg A;G AVs, 4 (As)

Puis on utilise le changement de point pour le torseur a4
O'S/g(A) = Us/g(As)+ AA A msVs/g ©)

Pour un solide, le champ de vitesse V4 est un torseur : Vs/4(Q) = Vs/4(As) + Qg9 A AsQ

Gea(A)= fs 4504V 2(Q)dm

5's/—g)(As)z fs ASQA(VS/g(As) + QS/g A ASQ)dm

G5 (A= ms A,GAVs 5 (4,) + | AGA(@s7g A AG)dm
S

On a alors la formule a retenir ou a retrouver rapidement : a,,(Ag)=mg A;GA Vs, (Ag) + 1;5,5(95/9)

puis  0d5/4(A) =ms ZS—G)A VS/g(As) + Z‘lS,S(QS/g)-}_ AA;AmsVs,q (@)
C'est bien la relation ci-dessus : 5,4 (A) = mg EAVS/Q(AS) +msAAs A (Qs/g A ASG) + I;S,S(QS/g)




Etude de I'opérateur d'inertie d'un solide

La définition de I'opérateur d'inertie du solide S en un point A est I'application vectorielle suivante.
I;‘S: E->E
i > Is@) = [, AQA(d AAQ)dm
Unités : kg.m’
L'opérateur d'inertie est linéaire et symétrique, sa matrice dans une base orthonormée (X, y, Z) est :
las) = (Tas@ IasG) Tas(@)
Le terme de la premiére ligne de la premiére colonne est X. fA_S(JZ’) = X. fs m/l(a'c’ A m)dm

EnnotantAQ = x.X +y.5 + 2.2 A—Q)A(J_C)AA—Q)) = X+y.y+220)A-2z.Y+y.2) = (* +2)X —xy.y —xz.Z

X. fA,S(JE’) = fs (y? + z%)dm Moment d'inertie par rapport a I'axe (4, X¥) du solide S en kg.m’
y. iA’S(f) = [, —xydm Produit d'inertie par rapport aux axes (4, X) et (4,y) du solide S en kg.m?
etc.

[ oremin@ [ —win@ | -xadm@
S S S

2L %I 2@

Vlas(X) Y.Is() Y. Ias(@D| = f—xydm(Q) f(x2+zz)dm(Q) f_yde(Q)
I s s s

Z Iy x) Z IA,S(Y) Z Ay (2)

| —xm@ | yam@ |+ ydm@
N N N -
Remarque 1 : Construisons le tenseur d'inertie
@) - i@ = T [ AQA(VAAQ)dm
Ips :EXE - R
WD) > Ls@P) = Uls@®) = [, (@AAQ).(¥ AAQ)dm
L'application I, g est une forme bilinéaire et symétrique I, g est le tenseur d'inertie en A du solide S

Igs estletenseur central d'inertie du solide S

Remarque 2 : Diagonalisation

La matrice de I'opérateur d'inertie, ou du tenseur d'inertie car c'est la méme matrice dans une méme base, est
symétrique et réelle, elle est donc diagonalisable.

Notons (i, V1, W;) la base principale d'inertie qui diagonalise le tenseur d'inertie en A du solide S.

A, -F, -E lagy 0 0
IA,S = _Fl Bl _Dl = 0 I(Ar"_}l) 0
—E, -D; G, 0 0

(715171 Tawy] ATF )
Le moment d'inertie principal du solide S par rapport a I'axe (4, ) est I(43,) = ﬁl.fA_S(ﬁl)

On parle de moment central d'inertie du solide S si on esten G

Remarque 3 : Montrons |'écriture tensorielle sur un exemple.

Iy Lz O
Ins=l21 L2 0 ] = 111X, @%; + [12X, @Y1 + 111 ®%; + [5,)1 @Y + [337,®7,
0 0 Iss (4,%1,Y1,21)
a
On peut comparer a |'écriture suivante. U = [b] =ax+by+cz
clioos

xy.2)



Théoréme de Huygens : On change de point

On dispose parfois des matrices d'inerties en G ou en un autre point du solide, on va établir leur lien.
On cherche donc le lien entre I'opérateur d'inertie I, s et l'opérateur d'inertie I; ¢

On va montrer que fA‘S = TG,S + f(A,{G,m}) {G,m} est un point matériel en G de masse m = masse de S

L'opérateur U — f(A,{G,m}) W) =m E/l(ﬂ’ A E) qui est aussi symétrique, admet comme matrice dans une base
orthonormée (¥, y, 2)

m(b? + ¢?) mab mac
mab m(a® + c?) mbc
mac mbc m(a? + b?)

EnnotantAG = a.X+ b.j +c.Z

Si la base et le point A sont fixes par rapport au solide alors la matrice est constante. La réciproque est fausse.

Démontrons ce résultat.

Ty sGi) = f AGA(T A AQ)dm = f (4G +G0)4 (i 4 (4 +GQ)) dm
S S

L@ = [ AGa (4 (4G +GQ)) dm + | Gda (34 (4G +GQ)) dm
S S

fA,S(ﬁ) = J

EA(ﬁAE)dmf EA(ﬁAZ;b’)dm+J Eb’A(ﬁAE)dm+f GQA(E A GQ)dm
S N N N

Ona [; GQdm = 0
Ty (@) = f GOA(@ A GQ)dm + m. AGA(7 A 4C)
S

On a alors le résultat suivant.

1;_5 = fc;,s + IQ(A,{G,m}) {G,m} estun point matériel en G de masse m = masse de S

20 s(®) = %15 s(F) + m(b? + c?) 2.0 () = %.Igs() —mab

¥ InsG) = §.15,5G) + m(a® +c?) %.Is(Z) = %.1gs5(Z) —mac

2.0 5(2) = Z.I;5(2) + m(a® + b?) F.Ig5(D) = 3.155(2) — mbe
RIs(®) 2Ls@) %@ Rls@) %) 252 (b% +c?) —ab —ac
Vlas(@) V. as@) Vias@|= |V 1es(X) Y ies) Y.Igs(@|+m| —ab (a®+c?) —bc
20 20s0) ZLs@] [21s® 21650 2165 —ac  —be  (a®+4Db%)

Calcul direct du moment d'inertie par rapport a un axe
I(A,S) = fS dzdm
avec d = distance du point Q a lI'axe A = (4,%)

On peut remarquer que pour U fixé, I(a,5) st minimum pour A = (G, 1)



Exemple de démarche de calcul pour deux solides

2 =5,US,
H = mZTE(GZ) Théoréme de la résultante dynamique pour X
I\_/I;_E(A)= E(A) Théoréme du moment dynamique en A pour 2
E = mll"—/g’(Gl) + mzm(Gz) La quantité d'accélération est additive.
Ms_5(A)=61/4(A)+62,4(A) Le moment dynamique en A est additif.
On peut aussi utiliser la dérivée du moment cinétique, on a donc deux possibilités :
Somme des moments dynamiques : Moment dynamique en fonction du moment cinétique :
B5/g(8) = 8179 (A)+8/4(A) 8/ (W)= [G2/5W)] | 4775 (4) Ams. V) (6)

— d — —
5176 W=— [T W] + VgD Am,. Vg(61)

- d . . 05/g(A)=01,9(A)+02,4(A)
821gW)= (027, +Vg(AM, Vyg(Ge) | et mpVjg(6) = myV;g(Gr) + My Vg (Gy)

Ces deux démarches demandent le calcul de ay;/4(A) et V—/g’(Gk)

Sionalg, s, T1/g(A) = 7175 (G)+ AGL A my V4 (Gy)

a1/9(A) = f61,5(91/g)+ AGAmVy,4(Gy)

Siona fAlf,Sl 01/9(A) = 01/5(A19)+ AAyeA myVy 5 (Gy)
Ay fixe dans Ry T1g(A) = I, s(Qu g)+ AA1sA m V3 g (Gy)
Siona 7A1.S1 01/g(A) = 01/4(A1)+ AA; A myVi,4(Gy)

Méme en A; pointde S; le moment cinétique ay,,(A;) n'est pas, sans autre hypothéses fAl,Sl (Q1/4)
J1/g(141)= fsl A1Q/1V1/g(Q)dm

F179(A0= [, A10A(Vs;g(A1) + Qg A 41Q)dm

T1/g(A0)=my A1GAVy g (Ar) + [ A1QA(Qyg A A1Q)dm

01/g(A)=my A1GAVy6(Ar) + 1_:41,51 (91/9)

Calcul d'une projection de la résultante dynamique
my Iy (G). U = my - | V/g(G).u] -my V/g(G)E [l /g

Par exemple, pour une liaison glissiére de direction 1 entre un solide de X et un solide de X

Calcul d'une projection du moment dynamique
d [— - d— o1 — d -
atlozg W] -1t = 3[04 ().2] = o35 (A). 5, [2ll

Par exemple, pour une liaison pivot d'axe (4,1) entre un solide de T et un solide de X




Dynamique d'un solide en rotation autour d'un axe fixe dans R, — R

Soit A= (A, u) cetaxeet {5/, = wu Le point A est fixe dans R, 5
1
Le solide S n'est pas supposé équilibré. =
1

—_— — = \ a2 —_ —
On note : Rg = (A, xg,yg,u) le repere galiléen, Zg=1U

Onnote: (A4,X1,y1,Z,) unrepéreliéaS =S, avec Z; = U G 0
On choisit A et %, tel que : AG = r%, et on paramétre I'angle par 6 = (Fc;, X1) A Xg
Zg =7 =1
_ _ _ a — _ d — N '
Fi,y = ml,4(G) [1(G) = — Vi/4(G) Vi/g(G) = - AG = wry, w=10
MI_,l(A)—— [01/g(A)]/g A est fixe dans R, 01/g(A) =I5, (Q1/4)
A, K —E 0
IA,S]_ = _Fl Bl _Dl Qs/g = |0 = (1)21 w = 9,
—E1r =D1 G l,z.5.) W(#1,51,21)
Si on ne veut que la loi du mouvement :
FY - 5> d[—
MT—>1(A)-Z1=Z1-—t[01/g(A)] /g
d - -
M1—>1(A) Z1—_ Z. 01/g(A)] ac [C1(U1]/g 5[21]/51 =0
MT—)l(A)'leclw
Si on veut aussi les efforts de liaison :
d —— d —— N 0, —
rriCAVZIGY P a [31/g)] | + Q1/g41/5(A)
d - =3 = - - =
P [al/g( )] ( E,wX; — Dywy; + Clwzl]/l + wz; A (—EywX; — Dywy; + CiwZz;)

dt[ 1/g(A)]/g = —E10'%; — D1w'j; + C0'Z; — E;w?J; + Dyw*%;

Fi,1 = m(w'ry; — w?rx;)

Mi.1(A) = (D1w? — Ey0')%; — (B w? + D10 )Y + Cw'Z;

Dynamique d'un solide en translation soit : (05,; = 0

VQES, I5/5(Q) = T;,4(Gs) Gs=G mg =m

Fsos = mIg5(6)

Ms_s(A)= AGAm T34 (G)
ou :

Fsos = mIg5(6)

Mg 5(6)=0



Théoréme de la puissance cinétique pour un solide
La dérivée de I'énergie cinétique galiléenne d'un solide indéformable est égale a la puissance galiléenne des efforts

- . d y .
extérieurs au solide EECS/g = Ps_ g/ Unités : puissanceen W et E. en J

Pour démontrer ce théoreme, on applique le principe fondamental de la dynamique a £ = S solide indéformable.

Mg s =65/ On calcule le comoment de chague membre avec le torseur cinématique Vs 4

Mg s XVs,g =6s/9 X Vs,g L'idée est de projeter sur la direction du mouvement.

Jo Vs19(@-df5.5(Q) = [g Vssg(Q). I5/4(Q)dm car Ms_g et 85,4 sontdes torseurs a structure.

Si on reprend le dessin de présentation du champ de vecteurs f(Q)
forces et du champ des accélérations, on visualise bien le produit F/g(Q)

scalaire en chaque point Q sur VS/g(Q)

Puissance galiléenne des efforts extérieurs au solide S o| Re
= A

Puissance galiléenne des quantités d'accélérations de S

— 2
Ps_ /g = % fs % Vs/g (@)dm Variation de I'énergie cinétique galiléenne du solide S

. d
SOIt . P§—>S/g = E ECS/g

Puissance galiléenne des efforts extérieurs au solide S = Dérivée de I'énergie cinétique galiléenne du solide S

Cette équation n'est donc pas indépendante des 6 équations du principe fondamental de la dynamique.

Mise en ceuvre du théoréeme de la puissance cinétique pour un solide

d
P§—>S/g i ECS/g

Avec : Ps_ g/s = M5 s X Vg4 Puissance galiléenne des efforts extérieurs au solide S

Soit A un point quelconque : P55/, = M5_5 (4).Qs/g + F55.Vs/y(A)

1— T Z . e .. oz . P — N
Ecs/g = ~0s/g X Vs/q Energie cinétique galiléenne du solide S car g4 est un torseur a structure.

d d 1 —2 d 1 T2
eneffet — Ec5/g=— J >+ Vszg (@Qdm = — S =+ Vs4(Q) Vs(Q)dm



Théoréme de la puissance cinétique pour deux solides
Soit ~ = S,US, avec S;NS, = @

On appliquele TECa S; eta S,
d

i Ec179= Psios, /e °
‘ (50

dt Ec2/9= Ps,-s,/g

d — — —
EEcl/g: Pi_)sl/g + Pszﬁsl/g Sl = 52 UZ avec SzﬂZ = Q
d — — —
EECZ/QZ Pi_)sz/g + P51_>52/g 52 = Sl UZ avec SlﬂZ = Q

. . d d
On somme ces deux équations. EEcl/g + EECZ/g =Ps_.s,/e+ Psos, /g + Ps,»s,/g + Ps,5s,/g

Ona: EZ/g = Ec1/g + EcZ/g et Pi—i:/g = Pf—>51/g + Pi—>Sz/g

Ps s,/ + Ps,os,/g = Ms, s, X Vs,yg + Ms, s, X Vs, g = Ms, s, X (Vs,7g — Vs, /g)

Ps,s,/g T Ps,0s,/g = Ms,os, X Vs, /s,

La puissance des inter-efforts entre S; et S, ne dépend pas de Rg, on la note avec une double fleche.

Ps o5, = Ms, s, X Vs,ys,
A~ . S . d
Théoreme de I'énergie cinétique pour deux solides : EEE/Q =Ps 5/5 + Ps, 05,

Pfﬁz/g:P—g +P_E +P

555/g 583/g E<£>Z/g PSl(_)SZ = PS g +PS e +P_ ¢

19 Sz 19 Sz S1©S5;

Si une liaison par contact est supposée parfaite alors PS & = 0
1 2

Par exemple, une liaison réalisée par élément roulants est parfaite si on néglige la résistance au roulement.

Une liaison réalisée par glissement est parfaite si on néglige le frottement.

Théoréeme de la puissance cinétique pour trois solides
SOIt Z = 51U52US3 avec 51052 = Q 52053 = Q 51053 = Q

(s ' S . Loood o
Théoreme de I'énergie cinétique pour trois solides : EEZ/Q =Ps_5/g + Ps,os, + Ps,05, + P, s,



Théoréme de la puissance cinétique pour N solides

Soit~ = UN,S; avec Vi,j € {1,N}i#j,SinS;= 0
Théoréme de I'énergie cinétique pour N solides :
N
d
EEZ/Q =Ps_5/g + Z Psc. s,
i,j=1
i<j

. d
on retiendra :EEC =P + P

La dérivée de I'énergie cinétique est égale a la somme des puissances des efforts extérieurs et des puissances des
efforts intérieurs.

Energies potentielles
On cherche dans les puissances, s'il est possible d'écrire certains termes comme des dérivées : P = _EEP

Si c'est possible pour toutes, on a une intégrale premiere.

N
. . . d
On met un signe moins pour obtenir : o (Es/g +Epsoz/g + E Lj=1 Epsio s, =0
i<j

D'ou I'idée de conservation de I'énergie mécanique dans ce cas.

Ne pas confondre avec I'énergie totale dans le premier principe de thermodynamique : % (Ec+U)=P. + Py,

ou I'on cherche aussi s'il est possible d'écrire certains termes comme des dérivées : P = _EEP dou:E. + U+ E,



Energie potentielle des inter-efforts de gravitation pour un solide

On suppose un solide S dans une zone limitée sur terre ou la gravité g(Q) peut étre considérée comme constante.

P g = Mros X Vst

P g, = Fros X Vs/r(G)
L dan

PTgs =mg— [OG]/T

P_g =L mg)O—G)]

T&S dat /T
d > A
PT<—>S == —mg.OG]/T
prds = -mg.0G Ep,Tﬁ»S =mgZ; avec z vertical ascendantg = —gz et 0G.Z = Z;

Energie potentielle des inter-efforts de gravitation pour = quelconque a masse conservative

P.g_.=P_g +P_g P

és = izt T U 2dr T T iyt

Py = L V2(Q). Fros(@dm(Q)

TeX

d
Proy= | 500 6@dmc)

a A - . A
PTﬂz = Efz [OQ]/T.g(Q)dm(Q) Remarquer la notation : [OG]/T
Py =Lmg.0¢] = - L[-mg.0¢]
és T g MY dt g:
Epng)S =-mg.0G
EpTis = mgZ,; avec Z vertical ascendant § = —gZ et 0G.Z = Z;



Théoréme de I'énergie cinétique pour un solide

On integre I'équation de la puissance cinétique pour un solide entre les instants t; et ¢,
tz d _ tz _
ftl —Eesjgdt = ftl P5_,5/g(t) dt
t
Ecs1g(t2) — Ecsyg(t1) = ftlz Ps_g/g(t) dt

Ecs/g(tz) - EcS/g(tl) = W§—>S/g(t1’t2)
La variation d'énergie cinétique d'un solide entre les instants t; et t, est égale au travail galiléen des efforts

;. . . t
extérieurs au solide entre ces instants. Wg_g/(ty,t;) = ft “ Ps_g/g(t) dt
1

La définition d'un travail est l'intégrale d'une puissance. W (ty,t,) = fttz P(t)dt
1

Travail du poids avec § constant
ty
Wy o (t1,8) = f PRNGY!

Wi Z/T(tl’tZ) f [f V,r(Q). fTeZ(Q)dm(Q)]dt
TZ/T(tl’tZ) f [f V/T(Q) gdm(Q)]dt

W.g Z/T(tbtz) = f sz/T(G) gdt

2__,
Woa, ) = mg [ V@)

1

tz d —
Wogs . (tts) = mgft E[OG]/Tdt
1

T Z/T(tp t;) = mg. [OG(tz) - OG(t1)] mg. [OG(tz) - OG(tl)]

Travail du poids avec § constant : z/T(tl’tZ) =mg. 6162

Théoréeme de I'énergie cinétique pour deux solides
Ecs/g(tz) - Ecs/g(tl) = WS—»S/g(tL t;) + W51<—> S, (t1,t2)
t
Ona: Ws s, (ty,tz) = ftlz Ps o5, (t)dt Ps, s, = Ms, s, X Vs, /s,

La variation d'énergie cinétique est égale a la somme du travail des efforts extérieurs et du travail des efforts
intérieurs.



Calcul de I'énergie cinétique pour un solide

Partons de la définition.

1 2 d 1 _—— —
Ees)y = f 5 Vszg @dm= — | 5. Vs(Q)Vs/g(@dm
S S

1— T Z . e .. oz . P — N
Ecs/g = ~0s/g X Vs/q Energie cinétique galiléenne du solide S car g /4, est un torseur a structure.

Soit A un point quelconque : E¢g/g = %as/g (A)-Qg/g + %VS/Q(A).mS Vs/4(G)
On est ramené au calcul du moment cinétiqueen A: a4 (A)

On retrouve donc les deux cas particuliers pour le moment cinétique.

On peut toujours disposer des inerties en G en utilisant un logiciel de CAO
1 —_— 1— —_—
EcS/g = Eo-s/g (G)-QS/g + EVS/g(G)-ms VS/g(G)
1— - —_— 1 —_— 2
Ecsjg =53 0/g-16,5(Qs9) +5.ms[ Vs/6(@)]
En un point du solide, fixe dans Rg 0s/g(Asp) = I;sf_s(ﬂs/g)
1__) —_— 1— —_—
EcS/g = Eo-s/g (Asf)-QS/g + EVS/g(Asf)-ms VS/g(G)

1— > —_—
Ecsig =5 Qs/g-1ags (QS/g)

Dans un probléme scolaire ou de concours, si on dispose de I,_s en un point Ag du solide, on écrit a5, (As)

On doit se rappeler que méme en un point du solide, le moment cinétique en A; n'est pas seulement 1;5_5(95/9)

Retrouvons rapidement le terme supplémentaire.
Gs/g(As): fs ASQAVS/g(Q)dm

Gs/g(A9)= [, AsQA(Vs;g(As) + Q5/g A AQ)dm

Tsjg(As)=ms AGAVs o (AS) + [ AsQA(Qs/g A AsQ)dm
On a retrouvé rapidement le terme supplémentaire : g5/, (As)=my AS—G)A Vs/g(As) + I;S_S(QS/Q)

Puis on utilise, si nécessaire, le changement de point pour le torseur g4

Os/g 4) = Os/g (As)+ AAsA mSVS/g ()

On peut aussi utiliser le théoreme de Huygens

Iugs = lgs + La,i6my

I s(Qs/g) = La,5(Qs/g) — M. AsGA(Qs /g A ASG)
On a alors le résultat suivant.

s/ (G) = I55(Q/g) = L1, s(Qs/g) — M. AGA(Qg,, A AG)

h Y 1——) 1
a remplacer dans : Ecs/g =5 0s/g (G).Qs/g + EVS/g(G).mS VS/g(G)
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Cours classique de cinématique

Dérivées des fonctions vectorielles

- . . - . d = .
On ne dérive pas par rapport a un repere, on dérive une fonction. En notant — [U]/g on fait porter /g surla

fonction pour préciser que I'on dérive la fonction définie dans le repére indiqué par l'indice /g

, .. d e
par exemple on écrit : = [U]/2

d — _ >
= [U]/1 + Q0,1 AU
Vitesse d'un point A par rapport a un repére R, = (0, X, Vo, Zp)
La position du point A est repérée par le vecteur position : 04 ou OA(Y)
04 = uiy + vy, + wZ, soit: 0A(t) = u(t)%, + v()J, + w(t)Z,
— d (= e
Vio (A):E [OA]/O 0 est un point fixe de R

Vyo (A) = u'%y + V'Y + W'z, soit: Vg (A(D) = w(t)% + V' ()T + W (t)Z,

Champ des vitesses d'un solide S, par rapport a un repére

Un solide indéformable est tel que deux points quelconques restent a distance constante au cours du mouvement.

2 2 S /] _ _
[AB®)| = [ACt)B(t)] SlamBEO| =0 AB.L[AB] =0
AB. (3 [08],, — [0A] ;) =0 AB.(Viyo(B) = Viyg'(A)) =0 AB.Vyyo'(A) = AB. Vo (B)

Le champ m est équiprojectif, c'est donc un torseur.
Le champ des vitesses d'un solide S; indéformable par rapport a un repére R, est le torseur suivant.
Vip: ©>E
A= V; 0 (A) =V, (B)I+AB A Dy 0

Composition des vitesses d'un point A
Soit 2 repéres Ry = (04,%1,¥1,2,) et R, = (0,,%,,¥,,Z,) en mouvement |'un par rapport a l'autre.

. . = d - d ==
On cherche le lien entre les vitesses V4 (A)=a [OlA] et V), (A)=E [OZA]/2

/1

01A = 0102 + OZA

d ., d
= a[oloz]/1 +E[02A]/1

V1 (A)=Vo1 (02)+— [OZAJ/Z +Qy/1 AO,A 0, estun pointde 2!

V/—1)(A)=V2/1 (02)+\—//_2)(A) + V31 (4)-Vz/1 (02)
V)1 (8)=V; (A) + Vy 1 (4)

Composition des vitesses des solides R; = (4, X;,¥1,%;)

Soit 3 repéres Ry = (04,%1,V1,%Z,) R, = (0,,%;,Y,,715) et Ryz = (03,X3,V3,Z3) en mouvement les uns par
rapport aux l'autres.

Ona :V3/1 ZV3/2 +VZ/1

Ce qUI est équ|Va|ent é . V3/1 (A) = V3/2 (A) + V2/1 (A) et ‘(23/1 = Qg/z + QZ/l



Champ des vitesses d'un solide par rapport a un repére

Soit 2 repéres Ry = (04,%1,¥1,%,) et R, = (0,,%,,¥,,Z,) en mouvement |'un par rapport a l'autre.

. . = d - d [~
On cherche le lien entre les vitesses V), (A)=E |01A]/1 et Vy, (A)=a [OZA]/2

Ona: Vi g (A) = V; 0 (B)+AB A Qy 0

Champ des accélérations d'un solide par rapport a un repére

Soit 2 repéres Ry = (04,%1,¥1,7;) et R, = (0,,%,,¥,,2,) en mouvement |'un par rapport a l'autre.

. e = d = —_— d =
On cherche le lien entre les accélérations I}, (A)=E [V/l (A)]/1 et I, (A)=a [V/z (A)]/2

La composition des accélérations
s'écrit: Ty (A)=)5 (A)+151(A) + 205,/AV,; (A)
ou T (A)=I; (A)+T2(A) + 20.AV; (A)



Démonstration classique du théoréme de I'énergie cinétique pour un solide

Théoréme de I'énergie cinétique pour un solide

La dérivée de I'énergie cinétique galiléenne d'un solide est égale a la puissance galiléenne des efforts extérieurs au
. d

solide EECS/g = Ps_ g/

Démontrons ce théoreme pour un solide S indéformable.

Fsg= msm(Gs) on projette sur : Vs/9(A)
Ms_,s(A)= 8s,4(A) on projette sur: Qs/g

Par définition : P5_g/; = M55 (A)Lds/y + F5.5.Vs/q(A)  Puissance galiléenne des efforts extérieurs au solide S

- d (1 —12
On va montrer que : 8,4 (A4).Qs/g + Vs/g(A).mg I5/5(G) = 5(5 fs [Vs/g] (Q)dm)

57 (A)Ts ), + Vg (A).mg Ty () = f AGATS5(Q)dm S5, + Vg (A).mg Taa(G)
S

570 (A) 0575 + Vo (A) s Taa(G) = L (@A A0). To o (@)dm + Vi g (A). fs T52(@Qdm(Q)

85/9(A).0g/g + Vs g(A)Ms Tsg(G) = [ Vs/(Q). Ts/g(Q)dm

— d 1 d_»2
5510 () s/ + Vg5 Tog(@) = | Tosg (@5 Vorg@dm= [ 5.2 @dm
N N

On a bien : 85,5 ()05, + Vs (A)s Ts5(6) = = (3 [mz(Q)dm)

_— 2 ,
Par définition : E.g/y = %fs [Vs/g] (Q)dm  Energie cinétique galiléenne du solide S

_—

Dynamique d'un solide en translation soit : (05,;, = 0

VQES, I5/5(Q) = T;,4(Gs) Gs=G mg =m

F§—>S = mI—:S‘/g(G)

Mg_g(A)= AGAm E{G) On a donc aussi : Mz 5(G)= 0

Dynamique d'un solide en rotation autour d'un axe fixe dans R,
Soit A= (4,uU) cetaxeet Qg9 = wU Le solide S est supposé équilibré statiquement et dynamiquement.

F§—>S =0

Mg s(A)=1.w"u avec [ =1, moment d'inertie du solide S par rapport a I'axe A



Dynamique d'un solide en rotation autour d'un axe fixe dans R,

. Vg Ry
Soit A= (A,U) cetaxeet Qg/; = wi Le point A est fixe dans R, 52
1
Le solide S n'est pas supposé équilibré.
Onnote: R, = (A,?c;, Vg Ti) le repere galiléen, z; = i
Onnote: (A4,X1,y1,Z,) unrepéreliéaS =S, avec Z; = U G
On choisit A et %, tel que : AG = r%, et on paramétre I'angle par 6 = (Fc;, X1) A
7, =7 =i,
_ _ _ a — _ d — N
Fi,y = ml,4(G) [1(G) = — Vi/4(G) Vi/g(G) = - AG = wry, w=10
MT_,l(A)—— [01/g(A)]/g A est fixe dans R, 01/g(A) =I5, (Q1/4)
A, K —E 0
IA,S]_ = _Fl Bl _D]_ Qs/g = |0 = (1)21 w = 9,
—E —Di Gy, 371 ) wlz, 3,2)

d P
at [01/9( )] T [71/4 (A)]/l +0y/gA 016(A)

d — d - -
a [al/g(A)]/ T — [(—E wX; — D;wy; + Cla)zl]/l + wZ; A (—E;wX; — Dywy; + C;wZ;)

dt [ 1/g(A)]/g = _Elﬂ)l)_c)l - Dlw,)—;l + Cl(l)lé)l - El(l)z:)_;]_ + Dl(l)z)_él

Fi,1 = mrl/g(G)
Mi,1(A) = (D1w* — Eyw')%; — (Eyw* + Diw' )y, + Cw'Z;



Remarque 3 : Peut-on confondre la gravitation et la pesanteur dans certains cas?

- = My —s - —
La pesanteur est: gpes = Ggr + Jie F = Iy o —Myggrl =mgy, et g = Ozr

™4s = 7 R2
Comparons ces deux composantes a I'équateur ou : Rp¢, = 6378,1km

Gor = —2IW R = GG a:f—g Ggr = 2L

Gortq = GMr _ 6.67 % 10711X5.9736 x 1024 — 9794 m.s~2(9.7805) r B .
1 Rpeq” 63781002 T s o

gie = QFRreq = (2?”)2 Rreq  Jour sidéral = 23 x 3600 + 54 x 60 + 4=86044 s Gr g "

ie = (862;14)2 6378100 = 0.034 m. 52

soit : g=9.794-0.034=9.76 0.034/9.794*100=0.35 %

Gravité au pole.
Ona: Rypse = 6356,8km et Le rayon moyen de la terre : Ry,,, = 6367,5km (6371009m?)

_ GMp _ 6.67x10711X5.9736x10%*

Ggr pole = o3 = —cano? = 9.86 m.s72(9.8322) Ygr moy =

6.67x10711X5.9736x10%4

YT =9.827 m.s™?

Pour une variation de hauteur de Rr¢q — Rrpsie = 22 km on a une variation de la gravité de 0.06 soit environ 0.6 %
On a supposé la terre a symétrie sphérique, de plus, localement, la gravité peut varier selon le sous-sol.

En conclusion, on prendra g=9.8 ms™ en ne parlant que de gravitation et on néglige le reste 3 moins de 1 % prés.



La démarche scientifiqu@u’est-ce gqu’un modele?

Modeles ou Théories.

Expériences sensibles
prolongées par nos
instruments.

Validation ou réfutation du modele.

Un modéle ne peut étre déclaré vrai. On devrai diteut se passe comme si... »

La nature est toujours plus fine que des modéles.

Le modéle n’est pas toujours construit sur des méoees réels (modéle de comportement).
Par contre la théorie cinétique des gaz par exeegilan modéle de connaissances.

Pour qu'un modéle soit scientifique, il doit étégutable.

Dans ce cas, il faudra le modifier ou limiter sédité.

Un modeéle ne peut étre déclaré vrai. On devrait dire: « tout se passe comme si... »

La nature est toujours plus fine que des modeéles.

Le modele n’est pas toujours construit sur des mécanismes réels (modele de comportement).
Par contre la théorie cinétique des gaz par exemple est un modéle de connaissances.

Pour qu’un modele soit scientifique, il doit étre réfutable.

Dans ce cas, il faudra le modifier ou limiter sa validité.

Historiquement, les grands savants ne séparaient pas les sciences et les maths. C'est une démarche universitaire qui
a voulu isoler les disciplines. Les maths a elles seules ne constituent pas une science. On ne fait pas une expérience
pour savoir si le théoreme de Pythagore est juste. Ce théoréme est juste, au sens de logique, dans un espace
euclidien.

Pour retrouver une démarche scientifique, il faudrait faire des mesures de distances et d’angles pour en déduire si
I’espace est modélisable par un espace euclidien ou pas.
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S

Latitude (en °)

Variation en fonction du lieu  [modifier | modifier le code]

Pesanteur terrestre mesurée par le satellite GRACE de la NASAet de I'Agence aérospatiale allemande. Le
graphique montre les écarts de la pesanteur réelle a la pesanteur normalisée associée a

I'ellipsoide homogéne théorique modélisant la forme de la Terre. Les zones rouges sont celles ou la
pesanteur est plus élevée que la pesanteur théorique et les zones en bleu celles ou elle est plus faible,
I'amplitude totale de la variation (du bleu au rouge) étant de 1 mm/s?.

La Terre tournant sur elle-méme et n'étant pas un astre sphérique et homogene, I'accélération de la
pesanteur dépend du lieu et des facteurs suivants :

« larotation terrestre : La rotation de la Terre sur elle-mé&me entraine une correction consistant a ajouter
a l'accélération de la gravité une accélération d’entrainement axifuge, dirigée perpendiculairement a
l'axe des poles et de module :a = (21/T)?d avec T = 86 164,1 s et d la distance en métres entre |'objet
et I'axe de rotation de la Terre. La correction, nulle aux péles, atteint -0,3 % sur I'équateur ;

« la non-sphéricité de la Terre : A cause de l'aplatissement de la Terre, 'accélération de la gravité varie
avec la latitude : elle est plus forte aux pbles qu'a I'équateur (0,2 % d'écart).

« laltitude : Pour une variation de l'altitude h petite devant R, la variation relative de I'accélération de la
gravité vaut -2h/R, soit —3,139 x 107’ par métre? a faible distance de la surface de la Terre ;

» les écarts de densité du sous-sol : ils entrainent des variations locales de la gravité que I'on néglige
dans les formules générales devant la difficulté de les modéliser ;



- les forces de marée, notamment dues a la Lune et au Soleil. La correction correspondante varie au
cours de la journée. Elle est de l'ordre de 2 x 107" & la latitude de 45°.

« le mouvement du corps dans le repére terrestre : si un corps est en mouvement dans le repéere
terrestre, il subit une accélération complémentaire dite accélération de Coriolis, responsable
notamment du mouvement de rotation des masses d'air (cyclones et anticyclones) et d'eau océanique
(spirale d'Ekman). La composante verticale de cette accélération constitue la force d'EOtvos.

La formule suivante donne une valeur approchée de la valeur normale de l'accélération de la pesanteur en
fonction de la latitude et pour une altitude faible devant le rayon terrestre (typiquement : quelques milliers
de métres)° :

avec :

- genm/s®;
« h, altitude en m;
. ¢, latitude en radians dans le Systéme géodésique GRS 80 (1980)°".

la Conférence générale des poids et mesures a défini en 190124 une valeur normale de I'accélération de la
pesanteur, notée g, ou simplementg, égale & 9,806 65 m/s?, soit approximativement 9,81 m s™ (ou 9,81
N/kg)

Le pendule devient l'instrument de mesure de la pesanteur.

La bibliothéque visuelle est Copyright (c) 2000 par David Scherer.



