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 TD03 DYNAMIQUE 
CORRECTION 

 

 

Caractériser les inerties des solides en mouvement 

Exercice 1 : MATRICE D’INERTIE DE SOLIDES ELEMENTAIRES 

Question 1 : Donner l’expression de la matrice d’inertie, au centre d’inertie dans la base (�⃗�, �⃗�, 𝑧), de chacun des solides suivants : 

Dans ces exemples, on a une symétrie de révolution (𝐺, 𝑧), donc 𝐼𝐺,𝑆 = (
𝐴 0 0
0 𝐴 0
0 0 𝐶

)

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 on a 𝐼𝐺,𝑥,𝑆 = 𝐼𝐺,�⃗⃗�,𝑆 

 
Cylindre plein 

{
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃
𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑧
 

 

𝐶 = 𝐼𝑧𝑧 = 𝐼(𝐺,𝑧),𝑆 = ∫ (𝑥
2 + 𝑦2)

 

𝑆
𝑑𝑚 = ∫ 𝑟2

 

𝑉
𝜌𝑑𝑉 = 𝜌 ∫ ∫ ∫ 𝑟2

𝑧=
𝐿

2

𝑧=−
𝐿

2

𝜃=2𝜋

𝜃=0

𝑟=𝑅

𝑟=0
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 = 2𝜋𝜌𝐿 [

𝑟4

4
]
0

𝑅

= 2𝜋
𝑚

𝜋𝐿𝑅2
𝐿
𝑅4

4
= 𝑚

𝑅2

2
  

 

𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐼𝐺,𝑆) = A + A + C = ∫(𝑦
2 + 𝑧2)

 

𝑆

𝑑𝑚 +∫(𝑧2 + 𝑥2)
 

𝑆

𝑑𝑚 +∫(𝑥2 + 𝑦2)
 

𝑆

𝑑𝑚 = 2∫(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
 

𝑆

𝑑𝑚

= 2(𝑚
𝑅2

2
+∫𝑧2

 

𝑉

𝜌𝑑𝑉) 

∫𝑧2
 

𝑉

𝜌 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 = 𝜌 ∫ ∫ ∫ 𝑧2

𝑧=
𝐿
2

𝑧=−
𝐿
2

𝜃=2𝜋

𝜃=0

𝑟=𝑅

𝑟=0

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 = 2𝜋𝜌 [
𝑟2

2
]
𝑟=0

𝑟=𝑅

𝐿 [
𝑧3

3
]
𝑧=−

𝐿
2

𝑧=
𝐿
2

= 2𝜋
𝑚

𝜋𝑅2𝐿

𝑅2

2
2
𝐿3

24
= 𝑚

𝐿2

12
 

⇒ 2𝐴 + 𝐶 = 2𝑚
𝑅2

2
+ 2𝑚

𝐿2

12
⇒ 𝐴 = 𝐼𝑥𝑥 =

1

2
(2𝑚

𝑅2

2
+ 2𝑚

𝐿2

12
−𝑚

𝑅2

2
) = 𝑚

𝑅2

4
+ 𝑚

𝐿2

12
 

𝐼𝐺,𝑆 =

(

 
 
 
 
𝑚(

𝑅2

4
+
𝐿2

12
) 0 0

0 𝑚(
𝑅2

4
+
𝐿2

12
) 0

0 0 𝑚
𝑅2

2 )

 
 
 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

 

Il est beaucoup plus facile d’utiliser des astuces de calcul que des changements de coordonnées. Pour les cas plus compliqués, on 
utiliser SolidWorks → Evaluer → Propriété de masse → On lit l’inertie que l’on cherche dans la matrice bien orientée. 

 
Disque  

𝐶 = 𝐼𝑧𝑧 = ∫ 𝑟
2 

𝑆
𝑑𝑚 = ∫ 𝑟2

 

𝑆
𝜌𝑑𝑆 = 𝜌∫ ∫ 𝑟2

𝜃=2𝜋

𝜃=0

𝑟=𝑅

𝑟=0
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 2𝜋𝜌 [

𝑟4

4
]
0

𝑅

= 2𝜋
𝑚

𝜋𝑅2

𝑅4

4
= 𝑚

𝑅2

2
  

𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐼𝐺,𝑆) = A + A + C = ∫(𝑦
2 + 𝑧2)

 

𝑆

𝑑𝑚 +∫(𝑧2 + 𝑥2)
 

𝑆

𝑑𝑚 +∫(𝑥2 + 𝑦2)
 

𝑆

𝑑𝑚 = 2∫(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
 

𝑆

𝑑𝑚

= 2(𝑚
𝑅2

2
+∫𝑧2

 

𝑆

𝑑𝑚) = 𝑚𝑅2 

⇒ 2𝐴 + 𝐶 = 2𝑚
𝑅2

2
⇒ 2𝐴 +𝑚

𝑅2

2
= 𝑚𝑅2 ⇒ 𝐴 = 𝐼𝑥𝑥 = 𝑚

𝑅2

4
 

𝐼𝐺,𝑆 =

(

 
 
 
 
𝑚
𝑅2

4
0 0

0 𝑚
𝑅2

4
0

0 0 𝑚
𝑅2

2 )

 
 
 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

Un disque est un cylindre à base circulaire avec 𝐿 = 0. 

 



Cerceau 

𝐶 = 𝐼𝑧𝑧 = ∫(𝑥
2 + 𝑦2)

 

𝑆

𝑑𝑚 = 𝜌∫𝑅2
 

𝑙

𝑑𝑙 = 𝜌 ∫ 𝑅2𝑅𝑑𝜃

𝜃=2𝜋

𝜃=0

= 2𝜋𝑅3
𝑚

2𝜋𝑅
= 𝑚𝑅2 

𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐼𝐺,𝑆) = 𝐴 + 𝐴 + 𝐶 = 2∫(𝑥
2 + 𝑦2 + 𝑧2)

 

𝑆

𝑑𝑚 = 2(𝑚𝑅2 +∫𝑧2
 

𝑆

𝑑𝑚) = 2𝑚𝑅2 

⇒ 2𝐴 +𝑚𝑅2 = 2𝑚𝑅2 ⇒ 𝐴 = 𝐼𝑥𝑥 =
𝑚𝑅2

2
 

𝐼𝐺,𝑆 =

(

 
 

1

2
𝑚𝑅2 0 0

0
1

2
𝑚𝑅2 0

0 0 𝑚𝑅2)

 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

Tube  

𝐶 = 𝐼𝑧𝑧 = ∫ (𝑥
2 + 𝑦2)

 

𝑆
𝑑𝑚 = ∫ 𝑟2

 

𝑉
𝜌𝑑𝑉 = 𝜌 ∫ ∫ ∫ 𝑟2

𝑧=
𝐿

2

𝑧=−
𝐿

2

𝜃=2𝜋

𝜃=0

𝑟=𝑅𝑒
𝑟=𝑅𝑖

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 = 2𝜋𝜌𝐿 [
𝑟4

4
]
𝑅𝑖

𝑅𝑒
= 2𝜋

𝑚

𝜋𝐿(𝑅𝑒
2−𝑅𝑖

2)
𝐿
𝑅𝑒
4−𝑅𝑖

4

4
=

𝑚
𝑅𝑒
2+𝑅𝑖

2

2
  

𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐼𝐺,𝑆) = 𝐴 + 𝐴 + 𝐶 = 2∫(𝑥
2 + 𝑦2 + 𝑧2)

 

𝑆

𝑑𝑚 = 2(𝑚
𝑅𝑒

2 + 𝑅𝑖
2

2
  + ∫𝑧2

 

𝑆

𝑑𝑚) 

∫𝑧2
 

𝑉

𝜌𝑑𝑉 = 𝜌 ∫ ∫ ∫ 𝑧2𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧

𝑧=
𝐿
2

𝑧=−
𝐿
2

𝜃=2𝜋

𝜃=0

𝑟=𝑅𝑒

𝑟=𝑅𝑖

= 𝜌 [
𝑟2

2
]
𝑅𝑖

𝑅𝑒

2𝜋 [
𝑧3

3
]
−
𝐿
2

𝐿
2

=
𝑚

𝜋𝐿(𝑅𝑒
2 − 𝑅𝑖

2)

𝑅𝑒
2 − 𝑅𝑖

2

2
2𝜋2

𝐿3

24
= 𝑚

𝐿2

12
 

⇒ 2𝐴 +𝑚
𝑅𝑒

2 + 𝑅𝑖
2

2
 = 𝑚(𝑅𝑒

2 + 𝑅𝑖
2)   + 2𝑚

𝐿2

12
⇒ 𝐴 = 𝐼𝑥𝑥 = 𝑚

𝑅𝑒
2 + 𝑅𝑖

2

4
+ 𝑚

𝐿2

12
 

𝐼𝐺,𝑆 =

(

 
 
 
 
𝑚(

𝑅𝑒
2 + 𝑅𝑖

2

4
+
𝐿2

12
) 0 0

0 𝑚(
𝑅𝑒

2 + 𝑅𝑖
2

4
+
𝐿2

12
) 0

0 0 𝑚
𝑅𝑒

2 + 𝑅𝑖
2

2 )

 
 
 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

 
Tige avec un repère centré 

𝐴 = 𝐼𝑥𝑥 = ∫ (𝑦
2 + 𝑧2)

 

𝑆
𝑑𝑚 = ∫ 𝑧2

 

𝐿
𝜌𝑑𝑧 = 𝜌 ∫ 𝑟2

𝑧=
𝐿

2

𝑧=−
𝐿

2

𝑑𝑧 = 𝜌 [
𝑟3

3
]
−
𝐿

2

𝐿

2
=
𝑚

𝐿
2
𝐿3

24
= 𝑚

𝐿2

12
  

𝐶 = 𝐼𝑧𝑧 = ∫(𝑥
2 + 𝑦2)

 

𝑆

𝑑𝑚 = ∫𝑟2
 

𝑆

𝑑𝑚 = 0 

𝐼𝐺,𝑆 =

(

 
 
𝑚
𝐿2

12
0 0

0 𝑚
𝐿2

12
0

0 0 0)

 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

Négliger un rayon revient à négliger le moment d’inertie correspondant. 

 
Tige avec un repère excentré 

𝐴 = 𝐼𝑥𝑥 = ∫ (𝑦
2 + 𝑧2)

 

𝑆
𝑑𝑚 = ∫ 𝑧2

 

𝑆
𝑑𝑚 = ∫ 𝑧2

 

𝐿
𝜌𝑑𝑧 = 𝜌 ∫ 𝑟2

𝑧=𝐿

𝑧=0
𝑑𝑧 = 𝜌 [

𝑟3

3
]
0

𝐿

=
𝑚

𝐿

𝐿3

3
= 𝑚

𝐿2

3
  

𝐶 = 𝐼𝑧𝑧 = ∫(𝑥
2 + 𝑦2)

 

𝑆

𝑑𝑚 = ∫𝑟2
 

𝑆

𝑑𝑚 = 0 

𝐼𝑂,𝑆 =

(

 
 
𝑚
𝐿2

3
0 0

0 𝑚
𝐿2

3
0

0 0 0)

 
 

(𝑂,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

 
Attention, le + peut sembler contre intuitif, mais la masse n’est pas la même entre un cylindre et un tube. 

Question 2 :  Utiliser le théorème de Huygens sur la Tige pour retrouver le résultat. 

𝐼(𝑂,𝑧),𝑆 = 𝐼(𝐺,𝑧),𝑆 +𝑚 (
𝐿

2
)
2

= 𝑚
𝐿2

12
+ 𝑚

𝐿2

4
= 𝑚

𝐿2

3
 



Exercice 2 :  DISQUE PERCE 
 

Question 1 : Déterminer la position du centre de masse G en fonction de r, R et e dans la base (�⃗⃗�, �⃗�, 𝑧). 
 

Relation du barycentre pour des systèmes disjoints : 

𝑚𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑚1𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑚2𝐴𝐺2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    valable pour tout point A 

Le point A est affecté d’une masse 𝑚1 = 𝜌𝜋𝑅
2 avec un signe +. 

Le point B est affecté d’une masse 𝑚2 = 𝜌𝜋𝑟
2 avec un signe −. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑒�⃗⃗� 

⇒ (𝑚1 −𝑚2)𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑚2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

⇒ 𝜌𝜋(𝑅2 − 𝑟2)𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝜌𝜋𝑟2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

⇒ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −
𝑟2

𝑅2 − 𝑟2
𝑒�⃗⃗� 

Question 2 : Déterminer 2 relations à poser sur les coordonnées de ces deux points afin d’atteindre l’objectif proposé. 

On veut un solide équilibré 𝐺 = 𝐴. 

Le point A est affecté d’une masse 𝑚1 = 𝜌𝜋𝑅
2 avec un signe +. 

Le point B est affecté d’une masse 𝑚2 = 𝜌𝜋𝑟
2 avec un signe −. 

Le point 𝑃3 est affecté d’une masse 𝑚3 avec un signe +. 
Le point 𝑃4 est affecté d’une masse 𝑚4 avec un signe +. 

0⃗⃗ = −𝑚2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑚3𝐴𝑃3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑚4𝐴𝑃4⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

⇒ 𝑚3𝐴𝑃3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑚4𝐴𝑃4⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑚2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

On projette sur (�⃗⃗�, �⃗�). 

⇒ {
𝑚3𝑟3 cos 𝜃3 +𝑚4𝑟4 cos 𝜃4 = 𝑚2𝑒
𝑚3𝑟3 sin 𝜃3 +𝑚4𝑟4 sin 𝜃4 = 0

 

Exemple : 𝑚3 = 𝑚4, 𝑟3 = 𝑟4,  

⇒ {
2𝑚3𝑟3 cos 𝜃3 = 𝑚2𝑒

𝜃3 = −𝜃4
 

Les deux masses sont nécessairement symétriques par rapport à la droite (𝐴, �⃗⃗�). 

Si 0° < 𝜃3 < 90°  il faut un apport de matière de 𝑚3 en tout. 

Si 90° < 𝜃3 < 180°  il faut percer des trous et enlever 𝑚3 en tout. 

On a réalisé un équilibrage statique. 

 

Exercice 3 :  MATRICE D’INERTIE DE SOLIDES ELEMENTAIRES 

Question 1 : Donner l’expression de la matrice d’inertie, au centre d’inertie dans la base (�⃗�, �⃗�, 𝑧), de chacun des solides suivants : 

La boule et la sphère ont une symétrie centrale, donc 𝐼𝐺,𝑆 = (
𝐴 0 0
0 𝐴 0
0 0 𝐴

)

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 on a 𝐼𝐺,𝑥,𝑆 = 𝐼𝐺,�⃗⃗�,𝑆 = 𝐼𝐺,𝑧,𝑆 

Boule 

Méthode 1 : 

𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐼𝐺,𝑆) = 3𝐴 = 𝐼𝐺,𝑥,𝑆 + 𝐼𝐺,�⃗⃗�,𝑆 + 𝐼𝐺,𝑧,𝑆 = ∫(𝑦
2 + 𝑧2)

 

𝑆

𝑑𝑚 +∫(𝑧2 + 𝑥2)
 

𝑆

𝑑𝑚 +∫(𝑥2 + 𝑦2)
 

𝑆

𝑑𝑚 = 2𝜌∫(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
 

𝑉

𝑑𝑉

= 2𝜌 ∫ 𝑟24𝜋𝑟2𝑑𝑟

𝑟=𝑅

𝑟=0

= 2𝜌4𝜋 [
𝑟5

5
]
0

𝑅

= 2
𝑚

4
3
𝜋𝑅3

4𝜋
𝑅5

5
= 3𝑚

2

5
𝑅2 

donc 𝐴 =
2

5
𝑚𝑅2 

𝐼𝐺,𝑆 =

(

 
 
 

2

5
𝑚𝑅2 0 0

0
2

5
𝑚𝑅2 0

0 0
2

5
𝑚𝑅2)

 
 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

 

 

 

 

�⃗⃗� 

�⃗� 

𝑧 

�⃗�𝑖  

�⃗�𝑖  

θi 



 

Méthode 2 : 

𝐴 = 𝐼𝐺,𝑧,𝑆 = ∫(𝑥
2 + 𝑦2)

 

𝑆

𝑑𝑚 = 𝜌∫(𝑥2 + 𝑦2)
 

𝑉

𝑑𝑉 

 

{
𝑥 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜑
𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜑
𝑧 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃

  𝑑𝑉 = 𝑟2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑  ∫ 𝑠𝑖𝑛3 𝜃 𝑑𝜃
𝜑=𝜋

𝜑=0
= ∫ (

3

4
𝑠𝑖𝑛 𝜃 −

1

4
𝑠𝑖𝑛(3𝜃)) 𝑑𝜃

𝜑=𝜋

𝜑=0
=
4

3
 

 

donc 𝐴 = 𝜌 ∫ ((𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜑)2 + (𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜑)2)
 

𝑉
𝑟2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑 = 𝜌 ∫ ∫ ∫ 𝑟4 𝑠𝑖𝑛3 𝜃

𝜑=2𝜋

𝜑=0

𝜃=𝜋

𝜃=0

𝑟=𝑅

𝑟=0
𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑 =

𝜌 [
𝑟5

5
]
0

𝑅

2𝜋 ∫ 𝑠𝑖𝑛3 𝜃
𝜑=𝜋

𝜑=0
𝑑𝜃 =

𝑚
4

3
𝜋𝑅3

𝑅5

5
2𝜋

4

3
=
2

5
𝑚𝑅2 

Sphère 

𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐼𝐺,𝑆) = 3𝐴 = 𝐼𝐺,𝑥,𝑆 + 𝐼𝐺,�⃗⃗�,𝑆 + 𝐼𝐺,𝑧,𝑆 = ∫(𝑦
2 + 𝑧2)

 

𝑆

𝑑𝑚 +∫(𝑧2 + 𝑥2)
 

𝑆

𝑑𝑚 +∫(𝑥2 + 𝑦2)
 

𝑆

𝑑𝑚 = 2𝜌∫(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
 

𝑉

𝑑𝑉

= 2𝜌 ∫ ∫ 𝑅2𝑅2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜑

𝜑=2𝜋

𝜑=0

𝜃=𝜋

𝜃=0

= 2𝜌2𝜋𝑅4[− 𝑐𝑜𝑠 𝜃]𝜃=0
𝜃=𝜋 = 2

𝑚

4𝜋𝑅2
2𝜋𝑅42 = 2𝑚𝑅2 

⇒ 𝐴 =
2

3
𝑚𝑅2 

𝐼𝐺,𝑆 =

(

 
 
 

2

3
𝑚𝑅2 0 0

0
2

3
𝑚𝑅2 0

0 0
2

3
𝑚𝑅2)

 
 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

 

Exercice 4 :  MATRICE D’INERTIE DE SOLIDES ELEMENTAIRES 

Question 1 : Donner l’expression de la matrice d’inertie, au centre d’inertie dans la base (�⃗�, �⃗�, 𝑧), de chacun des solides suivants : 

Le parallélépipède à 2 plans de symétrie, donc 𝐼𝐺,𝑆 = (
𝐴 0 0
0 𝐵 0
0 0 𝐶

)

(𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

  

Parallélépipède 

𝐶 = 𝐼𝑧𝑧 = ∫(𝑥
2 + 𝑦2)

 

𝑆

𝑑𝑚 = 𝜌 ∫ ∫ ∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑧=
𝑐
2

𝑧=−
𝑐
2

𝑦=
𝑏
2

𝑦=−
𝑏
2

𝑥=
𝑎
2

𝑥=−
𝑎
2

=
𝑚

𝑎𝑏𝑐
(𝑏𝑐 [

𝑥3

3
]
−
𝑎
2

𝑎
2

+ 𝑎𝑐 [
𝑦3

3
]
−
𝑏
2

𝑏
2

) = 𝑚(
𝑎2

12
+
𝑏2

12
) 

Par permutation, on en déduit les autres. 

𝐼𝐺,𝑆 =

(

 
 
 
 
𝑚(

𝑏2

12
+
𝑐2

12
) 0 0

0 𝑚(
𝑎2

12
+
𝑐2

12
) 0

0 0 𝑚(
𝑎2

12
+
𝑏2

12
)
)

 
 
 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

Plaque rectangulaire 

𝐶 = 𝐼𝑧𝑧 = ∫(𝑥
2 + 𝑦2)

 

𝑆

𝑑𝑚 = 𝜌 ∫ ∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑦=
𝑏
2

𝑦=−
𝑏
2

𝑥=
𝑎
2

𝑥=−
𝑎
2

=
𝑚

𝑎𝑏
(𝑏 [

𝑥3

3
]
−
𝑎
2

𝑎
2

+ 𝑎 [
𝑦3

3
]
−
𝑏
2

𝑏
2

) = 𝑚(
𝑎2

12
+
𝑏2

12
) 

Par permutation, on en déduit les autres. 

𝐼𝐺,𝑆 =

(

 
 
 
 
𝑚
𝑏2

12
0 0

0 𝑚
𝑎2

12
0

0 0 𝑚(
𝑎2

12
+
𝑏2

12
)
)

 
 
 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 



 

Une plaque rectangulaire est un parallélépipède avec 𝑐 = 0. 

 

Tige avec un repère centré 

𝐴 = 𝐼𝑥𝑥 = ∫ (𝑦
2 + 𝑧2)

 

𝑆
𝑑𝑚 = 𝜌∫ 𝑧2

𝑧=
𝑐

2

𝑧=−
𝑐

2

𝑑𝑧 = 𝜌 [
𝑧3

3
]
−
𝐿

2

𝐿

2
=
𝑚

𝐿
2
𝐿3

24
= 𝑚

𝐿2

12
  

𝐶 = 𝐼𝑧𝑧 = ∫(𝑥
2 + 𝑦2)

 

𝑆

𝑑𝑚 = 0 

𝐼𝐺,𝑆 =

(

 
 
𝑚
𝐿2

12
0 0

0 𝑚
𝐿2

12
0

0 0 0)

 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

 
Négliger une épaisseur revient à négliger le moment d’inertie correspondant. 

 

Exercice 5 :  PARALLELEPIPEDE PERCE 

Question 1 :  Déterminer la matrice d’inertie au point G dans la base (�⃗�, �⃗�, 𝑧), d’un parallélépipède de dimension a.b.c percé 
d’un cylindre de rayon R et de masse volumique 𝜌. Les 2 centres d’inertie des deux volumes sont confondus en 
G. 

Le parallélépipède percé à 2 plans de symétrie, donc 𝐼𝐺,𝑆 = (
𝐴 0 0
0 𝐵 0
0 0 𝐶

)

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 , 𝐷 = 𝐸 = 𝐹 = 0 

Par linéarité de l’intégrale, on peut sommer ou soustraire des matrices d’inerties en un même point. 

 

𝐼𝐺,𝑝𝑎𝑟 =

(

 
 
 
 
𝑚𝑝𝑎𝑟 (

𝑏2

12
+
𝑐2

12
) 0 0

0 𝑚𝑝𝑎𝑟 (
𝑎2

12
+
𝑐2

12
) 0

0 0 𝑚𝑝𝑎𝑟 (
𝑎2

12
+
𝑏2

12
)
)

 
 
 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

𝐼𝐺,𝑐𝑦𝑙 =

(

 
 
 
 
𝑚𝑐𝑦𝑙 (

𝑅2

4
+
𝑐2

12
) 0 0

0 𝑚𝑐𝑦𝑙 (
𝑅2

4
+
𝑐2

12
) 0

0 0 𝑚𝑐𝑦𝑙
𝑅2

2 )

 
 
 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

𝑚𝑝𝑎𝑟 = 𝜌𝑎𝑏𝑐 

𝑚𝑐𝑦𝑙 = 𝜌𝜋𝑅
2𝑐 

𝐼𝐺,𝑆 = 𝐼𝐺,𝑝𝑎𝑟𝑎 − 𝐼𝐺,𝑐𝑦𝑙

=

(

 
 
 
 
𝜌𝑎𝑏𝑐 (

𝑏2

12
+
𝑐2

12
) − 𝜌𝜋𝑅2𝑐 (

𝑅2

4
+
𝑐2

12
) 0 0

0 𝜌𝑎𝑏𝑐 (
𝑎2

12
+
𝑐2

12
) − 𝜌𝜋𝑅2𝑐 (

𝑅2

4
+
𝑐2

12
) 0

0 0 𝜌𝑎𝑏𝑐 (
𝑎2

12
+
𝑏2

12
) − 𝜌𝜋𝑅2𝑐

𝑅2

2 )

 
 
 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

 

 

Question 2 :  Déterminer la matrice d’inertie au point O dans la base (�⃗�, �⃗�, 𝑧), d’un parallélépipède de dimension a.b.c percé 
d’un cylindre de rayon R et de masse volumique 𝜌. Les 2 centres d’inertie des deux volumes ne sont plus 
confondus. 

𝐼𝐺,𝑆 = 𝐼𝐺,𝑝𝑎𝑟𝑎 − 𝐼𝐺,𝑐𝑦𝑙  

Remarque : On utilise le théorème de Huygens pour changer le cylindre de révolution de point. On ne peut que sommer des 
matrices d’inertie au même point et dans la même base. 



 

𝐼𝐴,𝑐𝑦𝑙 = 𝐼𝐺,𝑐𝑦𝑙 + (

0 0 0
0 𝑚𝑐𝑦𝑙𝑑

2 0

0 0 𝑚𝑐𝑦𝑙𝑑
2
)

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

⇒ 𝐼𝐺,𝑐𝑦𝑙 = 𝐼𝐴,𝑐𝑦𝑙 − (

0 0 0
0 𝑚𝑐𝑦𝑙𝑑

2 0

0 0 𝑚𝑐𝑦𝑙𝑑
2
)

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

 

𝐼𝐺,𝑆 = 

(

 
 
 
 
 
𝜌𝑎𝑏𝑐 (

𝑏2

12
+
𝑐2

12
) − 𝜌𝜋𝑅2𝑐 (

𝑅2

4
+
𝑐2

12
) 0 0

0 𝜌𝑎𝑏𝑐 (
𝑎2

12
+
𝑐2

12
) − 𝜌𝜋𝑅2𝑐(

𝑅2

4
+
𝑐2

12
+ 𝑑2) 0

0 0 𝜌𝑎𝑏𝑐 (
𝑎2

12
+
𝑏2

12
) − 𝜌𝜋𝑅2𝑐 (

𝑅2

2
+ 𝑑2)

)

 
 
 
 
 

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

 

Exercice 6 :  MATRICE D’INERTIE 

Question 1 :  Indiquer la forme des matrices d’inertie des solides suivants : 

𝐼𝐺,𝑣𝑖𝑙𝑙𝑒𝑏𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑛 = (
𝐴 0 −𝐸
0 𝐵 0
−𝐸 0 𝐶

)

(𝐺,�⃗⃗⃗�,�⃗⃗⃗�,�⃗⃗�)

  𝐼𝐺,𝑏𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒 = (
𝐴 0 0
0 𝐵 0
0 0 𝐶

)

(𝐺,�⃗⃗⃗�,�⃗⃗⃗�,�⃗⃗�)

  𝐼𝐺,𝑝𝑖𝑠𝑡𝑜𝑛 = (
𝐴 0 0
0 𝐵 0
0 0 𝐶

)

(𝐺,�⃗⃗⃗�,�⃗⃗⃗�,�⃗⃗�)

 

 

Exercice 7 : INERTIE DU MAXPID 

Question 1 : Déterminez le moment d’inertie du Maxpid pour 2 masselottes utile pour calculer le moment d’inertie équivalent 
rapporté à l’arbre moteur 𝐽𝑒𝑞. 

On lit 𝐶 = 𝐼𝑧𝑧 ≈ 113 900 000 g.mm
2 ≈ 0,114 kg.m2 

 

Question 2 : Entourer dans la modélisation causale ci-dessous le moment d’inertie équivalent. Expliquer les différentes parties du 
schéma. 

 
 

Exercice 8 :  PULSAR 

Question 1 :  Calculer le moment cinétique du Soleil. 

𝜎1/𝑅𝑔(𝐺) = 𝐼1𝜔1 =
2

5
𝑀1𝑅1

2𝜔1 =
2

5
2. 1030. 7000000002 . 2. 10−6 = 4,75. 1041𝑘𝑔.𝑚2 

Question 2 :  Calculer la vitesse de rotation du pulsar en écrivant la conservation du moment cinétique. 

2

5
𝑀1𝑅1

2𝜔1 =
2

5
𝑀1𝑅2

2𝜔2 ⇒ 𝑅1
2𝜔1 = 𝑅2

2𝜔2 ⇒ 𝜔2 =
𝑅1
2

𝑅2
2𝜔1 =

7000002

102
2. 10−6 ≈ 1000 𝑟𝑎𝑑/𝑠 ≈ 6300 𝑡𝑟/𝑠 

 

 

 

 

 

 

 

Correcteur PID 

MCC 

Frottements secs 
et visqueux équivalents 

Couple résistant dû 
à la pesanteur 

Transmetteurs Inertie équivalente 
n est le nombre de masses 



 

Exercice 9 :  ROTOR D’HELICOPTERE 

Question 1 : Montrer que la matrice d’inertie du rotor est diagonale au point A dans la base (�⃗�, �⃗�, 𝑧). 

L’axe (𝐴, �⃗�) est un axe de symétrie matérielle, donc axe principal d’inertie, donc 𝐼𝐺,𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟 = (
𝐴 0 0
0 𝐴 0
0 0 𝐶

)

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

  

A tout point 𝑀1 = (
𝑎
𝑏
𝑐
)

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 qui appartient à la pale 𝑃1 il existe : 

- 𝑀2 = (
−𝑏
𝑎
𝑐
)

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 qui appartient à la pale 𝑃2  ; 

- 𝑀3 = (
−𝑎
−𝑏
𝑐
)

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 qui appartient à la pale 𝑃3 ; 

- 𝑀4 = (
𝑏
−𝑎
𝑐
)

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 qui appartient à la pale 𝑃4. 

Ainsi 𝐹 = ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑚
𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟

= ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑚
𝑃1∪𝑃2∪𝑃3∪𝑃4

= ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑚
𝑃1

+ ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑚
𝑃2

+ ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑚
𝑃3

+ ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑚
𝑃4

= 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 + 𝑎𝑏 = 0 

La matrice est donc diagonale. 

Des plans de symétrie impliquent des produits d’inertie nul mais la réciproque est fausse. C’est également ce qu’il se passe dans 
un équilibrage. 

Question 2 : Déterminer la matrice d’inertie de la pale 𝑃1 au point A dans la base (�⃗�, �⃗⃗�1, �⃗�1). 

La pale P1 est une plaque, donc : 

𝐼G1,𝑃1 =

(

 
 
 
 
𝑀
𝑎2

12
0 0

0 𝑀
𝐿2

12
0

0 0 𝑀 (
𝑎2

12
+
𝐿2

12
)
)

 
 
 
 

(𝐺1,𝑥,�⃗⃗⃗�1,�⃗⃗�1)

 

𝐼�̿�,𝑆 = 𝐼�̿�,𝑆 + 𝐼�̿�,{G,m} = 𝐼�̿�,𝑆 +𝑚(
𝑏2 + 𝑐2 −𝑎𝑏 −𝑎𝑐
−𝑎𝑏 𝑎2 + 𝑐2 −𝑏𝑐
−𝑎𝑐 −𝑏𝑐 𝑎2 + 𝑏2

)

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

  AG⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
𝑎
𝑏
𝑐
)

(𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

 

𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
𝐿

2
�⃗� +

𝑎

2
�⃗⃗�1 

𝐼𝐴,𝑃1 = 𝐼𝐺1,𝑃1 +

(

 
 
 
 
𝑀
𝑎2

4
−𝑀

𝑎

2

𝐿

2
0

−𝑀
𝑎

2

𝐿

2
𝑀
𝐿2

4
0

0 0 𝑀 (
𝑎2

4
+
𝐿2

4
)
)

 
 
 
 

(𝐴,𝑥,�⃗⃗⃗�1,�⃗⃗�1)

=

(

 
 
 
 
𝑀
𝑎2

3
−𝑀

𝑎

2

𝐿

2
0

−𝑀
𝑎

2

𝐿

2
𝑀
𝐿2

3
0

0 0 𝑀 (
𝑎2

3
+
𝐿2

3
)
)

 
 
 
 

(𝐴,𝑥,�⃗⃗⃗�1,�⃗⃗�1)

 

 

Question 3 : Déterminer la matrice d’inertie de la pale 𝑃1 au point A dans la base (�⃗�, �⃗�, 𝑧). 

La matrice de passage de (�⃗�, �⃗⃗�1, �⃗�1) vers (x⃗⃗, y⃗⃗, z⃗) est (
x⃗⃗
y⃗⃗

z⃗

) = (
1 0 0
0 cos𝛼 − sin 𝛼
0 sin 𝛼 cos𝛼

)(
x⃗⃗
�⃗⃗�1
�⃗�1

) 

Remarque : Attention (
x⃗⃗
y⃗⃗

z⃗

) n’est pas un vecteur, c’est une base. C’est une notation. 



 

[�̿�𝐴,𝑃1](�⃗�,�⃗⃗�,�⃗�)
= (

1 0 0

0 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼

0 − 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼

)

(

 
 
 
 
𝑀
𝑎2

3
−𝑀

𝑎

2

𝐿

2
0

−𝑀
𝑎

2

𝐿

2
𝑀
𝐿2

3
0

0 0 𝑀 (
𝑎2

3
+
𝐿2

3
)
)

 
 
 
 

(𝐴,�⃗�,�⃗⃗�1,�⃗⃗�1)

(
1 0 0

0 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑠𝑖𝑛 𝛼

0 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼

)

= (
1 0 0

0 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼

0 − 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼

)

(

 
 
 
 
𝑀
𝑎2

3
−𝑀

𝑎

2

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑀

𝑎

2

𝐿

2
𝑠𝑖𝑛 𝛼

−𝑀
𝑎

2

𝐿

2
𝑀
𝐿2

3
𝑐𝑜𝑠 𝛼 −𝑀

𝐿2

3
𝑠𝑖𝑛 𝛼

0 𝑀(
𝑎2

3
+
𝐿2

3
) 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑀(

𝑎2

3
+
𝐿2

3
) 𝑐𝑜𝑠 𝛼

)

 
 
 
 

(𝐴,�⃗�,�⃗⃗�,�⃗�)

=

(

 
 
 
 

𝑀
𝑎2

3
−𝑀

𝑎

2

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑀

𝑎

2

𝐿

2
𝑠𝑖𝑛 𝛼

−𝑀
𝑎

2

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑀

𝐿2

3
𝑐𝑜𝑠2 𝛼 + 𝑀(

𝑎2

3
+
𝐿2

3
) 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 −𝑀

𝐿2

3
𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑀(

𝑎2

3
+
𝐿2

3
) 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑀
𝑎

2

𝐿

2
𝑠𝑖𝑛 𝛼 −𝑀

𝐿2

3
𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑀 (

𝑎2

3
+
𝐿2

3
) 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑀

𝐿2

3
𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 𝑀(

𝑎2

3
+
𝐿2

3
) 𝑐𝑜𝑠 𝛼

)

 
 
 
 

(𝐴,�⃗�,�⃗⃗�,�⃗�)

 

=

(

 
 
 
 

𝑀
𝑎2

3
−𝑀

𝑎

2

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑀

𝑎

2

𝐿

2
𝑠𝑖𝑛 𝛼

−𝑀
𝑎

2

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑀

𝐿2

3
+ 𝑀

𝑎2

3
𝑠𝑖𝑛2 𝛼 −𝑀

𝐿2

3
𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑀(

𝑎2

3
+
𝐿2

3
) 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑀
𝑎

2

𝐿

2
𝑠𝑖𝑛 𝛼 −𝑀

𝐿2

3
𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑀(

𝑎2

3
+
𝐿2

3
) 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑀

𝐿2

3
+ 𝑀

𝑎2

3
𝑐𝑜𝑠 𝛼

)

 
 
 
 

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

Si on a compris la démarche, on peut se contenter de calculer les termes diagonaux. 

Par exemple : 𝐼𝑥𝑥 = �⃗�. 𝐼�̿�,𝑃1 . �⃗� etc Attention, quand on multiplie une matrice et un vecteur, ils doivent être exprimé dans la même 

base. 

Question 4 : Donner les égalités entre les moments d’inertie A, B et C des différentes pales 𝑃𝑖  par rapport aux axes (𝐴, �⃗�), 
(𝐴, �⃗�) et (𝐴, 𝑧). En déduire la matrice d’inertie du rotor au point A dans la base (�⃗�, �⃗�, 𝑧). 

On a déjà démontré dans la question 1 que la matrice du rotor est diagonale. 

𝐼𝐴,𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟 = (

𝐴1 ? ?
? 𝐵1 ?
? ? 𝐶1

)

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

+ (

𝐴2 ? ?
? 𝐵2 ?
? ? 𝐶2

)

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

+ (

𝐴3 ? ?
? 𝐵3 ?
? ? 𝐶3

)

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

+ (

𝐴4 ? ?
? 𝐵4 ?
? ? 𝐶4

)

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

= (

𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4 0 0
0 𝐵1 + 𝐵2 + 𝐵3 + 𝐵4 0
0 0 𝐶1 + 𝐶2 + 𝐶3 + 𝐶4

)

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

Par symétrie, on observe que : 

{

𝐴1 = 𝐵2 = 𝐴3 = 𝐵4
𝐵1 = 𝐴2 = 𝐵3 = 𝐴4
𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 𝐶4

 

En effet, les pales sont tournées de 90°. 

 

𝐼A,𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟 = (

2𝐴1 + 2𝐵1 0 0
0 2𝐴1 + 2𝐵1 0
0 0 4𝐶1

)

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

=

(

 
 
 
 
2𝑀

𝑎2

3
+ 2𝑀

𝐿2

3
+ 2𝑀

𝑎2

3
sin2 𝛼 0 0

0 2𝑀
𝑎2

3
+ 2𝑀

𝐿2

3
+ 2𝑀

𝑎2

3
sin2 𝛼 0

0 0 4𝑀
𝐿2

3
+ 4𝑀

𝑎2

3
cos 𝛼)

 
 
 
 

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 



 

=

(

 
 
 

2

3
𝑀𝐿2 +

2

3
𝑀𝑎2(1 + sin2 𝛼) 0 0

0
2

3
𝑀𝐿2 +

2

3
𝑀𝑎2(1 + sin2 𝛼) 0

0 0
4

3
𝑀𝐿2 +

4

3
𝑀𝑎2 cos 𝛼)

 
 
 

(𝐴,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

 

Exercice 10 :  HELICE TRIPALE 

Question 1 :  Montrer que la matrice d’inertie d’une hélice tripale est diagonale au point O dans la base (�⃗�, �⃗�, 𝑧). 

A tout point 𝑀1 = (
𝑎
𝑏
𝑐
)

(𝑂,x⃗⃗,y⃗⃗⃗,z⃗⃗)

 qui appartient à la pale 𝑃1 il existe : 

- 𝑀2 = (

−
𝑎

2
−
√3𝑏

2

√3𝑎

2
−
𝑏

2
𝑐

)

(𝑂,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 qui appartient à la pale 𝑃2  ; 

- 𝑀3 = (

−
𝑎

2
+
√3𝑏

2

−
√3𝑎

2
−
𝑏

2
𝑐

)

(𝑂,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 qui appartient à la pale 𝑃3. 

 

Remarque : (

−
𝑎

2
+
√3𝑏

2

−
√3𝑎

2
−
𝑏

2
𝑐

)

(𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

= (
cos 120° − sin 120° 0
sin 120° cos 120° 0
0 0 1

)

(𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

(
𝑎
𝑏
𝑐
)

(𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 

 

𝐼𝐺,ℎé𝑙𝑖𝑐𝑒 = (
𝐴 0 0
0 𝐵 0
0 0 𝐶

)

(𝐺,𝑥,�⃗⃗�,𝑧)

 on doit donc montrer que 𝐷 = 𝐸 = 𝐹 = 0. 

 

𝐷 = ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑚
ℎé𝑙𝑖𝑐𝑒

= ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑚
𝑃1∪𝑃2∪𝑃3

= ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑚
𝑃1

+∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑚
𝑃2

+∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑚
𝑃3

 

𝑎𝑏 + (−
𝑎

2
−
√3𝑏

2
) (
√3𝑎

2
−
𝑏

2
) + (−

𝑎

2
+
√3𝑏

2
)(−

√3𝑎

2
−
𝑏

2
)

= 𝑎𝑏 +
1

4
(−√3𝑎2 + 𝑎𝑏 − 3𝑎𝑏 + √3𝑏2) +

1

4
(√3𝑎2 + 𝑎𝑏 − 3𝑎𝑏 − √3𝑏2) = 0 

La matrice est donc bien diagonale. 

 

Déterminer les torseurs cinétique et dynamique d'un ensemble de solide 

Exercice 11 : EOLIENNE 

Question 1 : Préciser la forme de la matrice d’inertie de la girouette 1 au point A. 

La girouette 1 possède un plan de symétrie (𝐴, �⃗�1, 𝑧1). 

𝐼𝐴,1 = (

𝐴1 0 −𝐸1
0 𝐵1 0
−𝐸1 0 𝐶1

)

(𝐴,𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

 

Remarque : (𝐴, �⃗�1) est axe principal d’inertie. 

Question 2 : Déterminer au point A les éléments de réduction du torseur dynamique D(1/0). 

�⃗⃗�1/0 = �̇�𝑧0 

�⃗⃗�1/0(𝐴) = 0⃗⃗ 

𝐴1/0(𝐴) = 0⃗⃗ 

Départ : 𝐼�̿�,1 avec 𝐴 = 𝐺1 

Arrivée : 𝛿1/0(𝐴) avec 𝐴 = 𝐺1 



 

Chemin : On calcule donc directement 𝛿1/0(𝐴) à partir de �⃗�1/0(𝐴).  

�⃗�1/0(𝐴) = 𝐼�̿�,1. �⃗⃗�1/0 + 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑚�⃗⃗�1/0(𝐴) = (

𝐴1 0 −𝐸1
0 𝐵1 0
−𝐸1 0 𝐶1

)

(𝐴,𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

(
0
0
�̇�
)

(𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

= −𝐸1�̇��⃗�1 + 𝐶1�̇�𝑧1 

𝛿1/0(𝐴) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�1/0(𝐴)]/0

+ �⃗⃗�/0(𝐴) ∧ m�⃗⃗�1/0(𝐴) =
𝑑

𝑑𝑡
[−𝐸1�̇��⃗�1 + 𝐶1�̇�𝑧1]/0 = −𝐸1�̈��⃗�1 − 𝐸1�̇�

𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�1]/0 + 𝐶1�̈�𝑧1

= −𝐸1�̈��⃗�1 − 𝐸1�̇�
2�⃗�1 + 𝐶1�̈�𝑧1 

𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�1]/0 = �⃗⃗�1/0 ∧ �⃗�1 = �̇�𝑧1 ∧ �⃗�1 = �̇��⃗�1 

 

donc   D(1/0) = 𝛿1/0 = 𝐴
{
𝑚𝐴1/0(𝐴)

𝛿1/0(𝐴) 
=
𝐴
{ 0⃗⃗
−𝐸1�̈��⃗�1 − 𝐸1�̇�

2�⃗�1 + 𝐶1�̈�𝑧1
 

Question 3 : Déterminer au point A les éléments de réduction du torseur dynamique D(2/0). 

�⃗⃗�2/0 = �̇�𝑧1 + �̇��⃗�1 = �̇��⃗�2 + �̇� sin 𝛽 �⃗�2 + �̇� cos 𝛽 𝑧2 

𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑙�⃗�1 

�⃗⃗�2/0(𝐵) =
𝑑

𝑑𝑡
[𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ]

/0
=
𝑑

𝑑𝑡
[𝑙�⃗�1]/0 = �⃗⃗�1/0 ∧ 𝑙�⃗�1 = 𝑙�̇�𝑧1 ∧ �⃗�1 = 𝑙�̇��⃗�1 

𝐴2/0(𝐵) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗⃗�2/0(𝐵)]/0

=
𝑑

𝑑𝑡
[𝑙�̇��⃗�1)]/0 = 𝑙�̈��⃗�1 + 𝑙�̇�

𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�1]/0 = −𝑙�̇�

2�⃗�1 + 𝑙�̈��⃗�1 + 𝑙�̇��̇�𝑧1 

𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�1]/0 = �̇�𝑧1 ∧ �⃗�1 = −�̇��⃗�1 

Départ : 𝐼�̿�,2 avec 𝐵 = 𝐺2 

Arrivée : 𝛿2/0(𝐴) 

Chemin : A est un point de vitesse nulle /0, donc �⃗⃗�/0(𝐴) = 0⃗⃗. Il est plus facile de calculer 𝛿2/0(𝐴) 

en passant par �⃗�2/0(𝐵) puis �⃗�2/0(𝐴) que par 𝛿2/0(𝐵). 

�⃗�2/0(𝐵) = 𝐼�̿�,2. �⃗⃗�2/0 + 𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑚�⃗⃗�2/0(𝐵) = (

𝐴2 0 0
0 𝐵2 0
0 0 𝐶2

)

(𝐵,𝑥2,�⃗⃗�2,𝑧2)

(
�̇�

�̇� sin 𝛽
�̇� cos 𝛽

)

(𝑥2,�⃗⃗�2,𝑧2)

=

𝐴2�̇��⃗�2 + 𝐵2�̇� sin 𝛽 �⃗�2 + 𝐶2�̇� cos 𝛽 𝑧2 

�⃗�2/0(𝐴) = �⃗�2/0(𝐵) + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑚�⃗⃗�2/0(𝐵) = 𝐴2�̇��⃗�2 + 𝐵2�̇� sin 𝛽 �⃗�2 + 𝐶2�̇� cos 𝛽 𝑧2 + 𝑙�⃗�1 ∧ 𝑚𝑙�̇��⃗�1
= 𝐴2�̇��⃗�2 + 𝐵2�̇� sin 𝛽 �⃗�2 + 𝐶2�̇� cos 𝛽 𝑧2 +  𝑚𝑙

2�̇�𝑧1 

 

 

 

 

 

 

 

𝛿2/0(𝐴) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2/0(𝐴)]/0

+ �⃗⃗�/0(𝐴) ∧ 𝑚�⃗⃗�2/0(𝐵) =
𝑑

𝑑𝑡
[𝐴2�̇��⃗�2 + 𝐵2�̇� 𝑠𝑖𝑛 𝛽 �⃗�2 + 𝐶2�̇� 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑧2 +  𝑚𝑙

2�̇�𝑧1]/0

= 𝐴2�̇��⃗�2 + 𝐴2�̇�
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2]/0 + 𝐵2�̈� 𝑠𝑖𝑛 𝛽 �⃗�2 + 𝐵2�̇��̇� 𝑐𝑜𝑠 𝛽 �⃗�2 + 𝐵2�̇� 𝑠𝑖𝑛 𝛽

𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2]/0 + 𝐶2�̈� 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑧2

− 𝐶2�̇��̇� 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑧2 + 𝐶2�̇� 𝑐𝑜𝑠 𝛽
𝑑

𝑑𝑡
[𝑧2]/0 +𝑚𝑙

2�̈�𝑧1 

𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2]/0 = (�̇�𝑧1 + �̇��⃗�1) ∧ �⃗�1 = �̇��⃗�1 

𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2]/0 = (�̇�𝑧1 + �̇��⃗�2) ∧ �⃗�2 = −�̇� cos 𝛽 �⃗�1 + �̇�𝑧2 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑧2]/0 = (�̇�𝑧1 + �̇��⃗�2) ∧ 𝑧2 = −�̇� sin 𝛽 �⃗�1 − �̇��⃗�2 

𝛿2/0(𝐴) = 𝐴2�̇��⃗�1 − 𝐵2�̇�
2 sin 𝛽 cos 𝛽 �⃗�1 − 𝐶2�̇�

2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 sin 𝛽 �⃗�1 + 𝐴2�̇��̇��⃗�1 + 𝐵2�̈� sin 𝛽 �⃗�2 + 𝐵2�̇��̇� cos 𝛽 �⃗�2 − 𝐶2�̇��̇� 𝑐𝑜𝑠 𝛽 �⃗�2
+ 𝐵2�̇��̇� sin 𝛽 𝑧2 + +𝐶2�̈� 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑧2 − 𝐶2�̇��̇� 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑧2 +𝑚𝑙

2�̈�𝑧1 

 

donc   D(2/0) = 𝛿2/0 = 𝐴
{
𝑚𝐴2/0(𝐵)

𝛿2/0(𝐴) 
=
𝐴
{−𝑚𝑙�̇�

2�⃗�1 +𝑚𝑙�̈��⃗�1 +𝑚𝑙�̇��̇�𝑧1
. . .

 

�⃗�0 �⃗�1 

𝛼 

𝛼 

 

�⃗�1 = �⃗�2 

�⃗�0 

𝑧2 𝑧1 = 𝑧0 

 

𝛽 

 

�⃗�2 
𝛽 

�⃗�1 
𝑧0 = 𝑧1 

⬚ = 
�⃗�1 = �⃗�2 

⬚ = 



 

Question 4 :  Sans faire de calcul, proposer une démarche pour calculer 𝛿3/0(𝐴).  

Le solide 3 est modélisé par une masse ponctuelle donc la matrice 𝐼𝐺3,3 est nulle. 

�⃗�3/0(𝐺3) = 0⃗⃗ car c’est une masse ponctuelle. 

�⃗�3/0(𝐴) = �⃗�3/0(𝐺3) + 𝐴𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∧ �⃗⃗�𝑐 3/0 = ⋯ 

𝛿3/0(𝐴) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�3/0(𝐴)]/0

= ⋯ 

�⃗⃗�3/0(𝐺3) = ⋯ 

𝐴3/0(𝐺3) =  ⋯ 

 

Exercice 12 :  BRAS DE ROBOT 

Question 1 : Déterminer l’expression des matrices d’inertie des bras 𝐼�̿�2,2 dans la base 𝐵2 et 𝐼�̿�3,3 dans la base 𝐵3. 

Les bras sont considérés comme étant des tiges, c’est-à-dire des cylindres de révolution dont le rayon est nul. 

𝐼�̿�2,2 = (
0 0 0
0 𝐵2 0
0 0 𝐵2

)

(𝐺2,𝑥2,�⃗⃗�2,𝑧2)

  𝐼�̿�3,3 = (
0 0 0
0 𝐵3 0
0 0 𝐵3

)

(𝐺3,𝑥3,�⃗⃗�3,𝑧3)

 

avec 𝐵2 = 𝑚
𝐿2

12
  et 𝐵3 = 𝑚

𝐿2

12
 

On a ici 𝑚 = 𝑚2 = 𝑚3 et 𝐿 = 𝐿2 = 𝐿3 

Question 2 :  Déterminer au point O les éléments de réduction du torseur dynamique D(2/0). 

�⃗⃗�2/0(𝐺2) =
𝑑

𝑑𝑡
[𝑂𝐺2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗]

/0
=
𝑑

𝑑𝑡
[
𝐿

2
�⃗�2]

/0
=
𝐿

2
�̇��⃗�2 

𝐴2/0(𝐺2) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗⃗�2/0(𝐺2)]/0

=
𝑑

𝑑𝑡
[
𝐿

2
�̇��⃗�2]

/0
=
𝐿

2
�̈��⃗�2 +

𝐿

2
�̇�
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2]/0 = −

𝐿

2
�̇�2�⃗�2 + 

𝐿

2
�̈��⃗�2 

𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2]/0 = �⃗⃗�2/0 ∧ �⃗�2 = �̇�𝑧2 ∧ �⃗�2 = −�̇��⃗�2 

 

Départ : 𝐼�̿�2,2 

Arrivée : 𝛿2/0(𝑂) 

Chemin : 2/0 est un mouvement de rotation d’axe fixe (𝑂, 𝑧). O est un point fixe /0, donc 

�⃗⃗�/0(𝑂) = 0⃗⃗. Il est plus facile de calculer 𝛿2/0(𝑂) en passant par �⃗�2/0(𝐺2) puis �⃗�2/0(𝑂) que par 

𝛿2/0(𝐺2). 

 

�⃗�2/0(𝐺2) = 𝐼�̿�2,2. �⃗⃗�2/0 + 𝐺2𝐺2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑚�⃗⃗�2/0(𝐺2) = (

0 0 0
0 𝐵2 0
0 0 𝐵2

)

(𝐺2,𝑥2,�⃗⃗�2,𝑧2)

(
0
0
�̇�
)

(𝑥2,�⃗⃗�2,𝑧2)

= 𝐵2�̇�𝑧2 = 𝐵2�̇�𝑧0  avec 𝐵2 = 𝑚
𝐿2
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�⃗�2/0(𝑂) = �⃗�2/0(𝐺2) + 𝑂𝐺2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∧ 𝑚�⃗⃗�2/0(𝐺2) = 𝑚
𝐿2

12
�̇�𝑧0 +

𝐿

2
�⃗�2 ∧ 𝑚

𝐿

2
�̇��⃗�2 = 𝑚

𝐿2

12
�̇�𝑧0 +𝑚

𝐿2

4
�̇�𝑧2 = 𝑚

𝐿2

3
�̇�𝑧0 

 

𝛿2/0(𝑂) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2/0(𝑂)]/0

+ �⃗⃗�/0(𝑂) ∧ 𝑚�⃗⃗�2/0(𝐺2) = 𝑚
𝐿2

3
�̈�𝑧0 car O est fixe /0.  

 

donc   D(2/0) = 𝛿2/0 = 𝑂
{
𝑚𝐴2/0(𝐺2)

𝛿2/0(𝑂) 
=
𝑂
{
−𝑚

𝐿

2
�̇�2�⃗�2 +  𝑚

𝐿

2
�̈��⃗�2

𝑚
𝐿2

3
�̈�𝑧0

 

Question 3 :  Déterminer au point O les éléments de réduction du torseur dynamique D(3/0).  

�⃗⃗�3/0 = �̇�𝑧0 

Remarque : En effet, le paramétrage de 𝛽 est directement par rapport à 0. 

𝑂𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =  𝐿�⃗�2 +
𝐿

2
�⃗�3 

�⃗⃗�3/0(𝐺3) =
𝑑

𝑑𝑡
[𝑂𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗]

/0
=
𝑑

𝑑𝑡
[𝐿�⃗�2 +

𝐿

2
�⃗�3]

/0
= 𝐿�̇��⃗�2 +

𝐿

2
�̇��⃗�3 

�⃗�0 

�⃗�2 

�⃗�3 
�⃗�3 
�⃗�2 �⃗�0 

𝛽 

𝛼 𝛽 

𝛼 



 

𝐴3/0(𝐺3) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗⃗�3/0(𝐺3)]/0

=
𝑑

𝑑𝑡
[𝐿�̇��⃗�2 +

𝐿

2
�̇��⃗�3]

/0
= 𝐿�̈��⃗�2 + 𝐿�̇�

𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2]/0 +

𝐿

2
�̈��⃗�3 +

𝐿

2
�̇�
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�3]/0 

𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2]/0 = �⃗⃗�2/0 ∧ �⃗�2 = �̇�𝑧2 ∧ �⃗�2 = −�̇��⃗�2 

𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�3]/0 = �⃗⃗�3/0 ∧ �⃗�3 = �̇�𝑧3 ∧ �⃗�3 = −�̇��⃗�3 

𝐴3/0(𝐺3) = −𝐿�̇�
2�⃗�2 +  𝐿�̈��⃗�2 −

𝐿

2
�̇�2�⃗�3 +

𝐿

2
�̈��⃗�3 

 

Départ : 𝐼�̿�3,3 

Arrivée : 𝛿3/0(𝑂) 

Chemin : Pour la suite, il est plus facile de calculer 𝛿3/0(𝑂) en passant par 𝛿3/0(𝐺3) que par 

�⃗�3/0(𝑂) car �⃗⃗�/0(𝑂) ≠ 0⃗⃗. 

�⃗�3/0(𝐺3) = 𝐼�̿�3,3. �⃗⃗�3/0 + 𝐺3𝐺3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑚�⃗⃗�3/0(𝐺3) = (

0 0 0
0 𝐵3 0
0 0 𝐵3

)

(𝐺3,𝑥3,�⃗⃗�3,𝑧3)

(

0
0
�̇�
)

(𝑥3,�⃗⃗�3,𝑧3)

=

𝐵3�̇�𝑧3 = 𝐵3�̇�𝑧0 avec 𝐵3 = 𝑚
𝐿2
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𝛿3/0(𝐺3) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�3/0(𝐺3)]/0

+ �⃗⃗�/0(𝐺3) ∧ m�⃗⃗�3/0(𝐺3) = 𝐵3�̈�𝑧0 

𝛿3/0(𝑂) = 𝛿3/0(𝐺3) + 𝑂𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∧ 𝑚𝐴3/0(𝐺3) = 𝐵3�̈�𝑧0 + (𝐿�⃗�2 +
𝐿

2
�⃗�3) ∧ 𝑚 (−𝐿�̇�

2�⃗�2 +  𝐿�̈��⃗�2 −
𝐿

2
�̇�2�⃗�3 +

𝐿

2
�̈��⃗�3) 

= 𝑚𝐿2�̈�𝑧0 −𝑚
𝐿2

2
�̇�2 𝑠𝑖𝑛(𝛽 − 𝛼) 𝑧0 +𝑚

𝐿2

2
�̈� cos(𝛽 − 𝛼) 𝑧0 +𝑚

𝐿2

2
�̇�2 sin(𝛽 − 𝛼) 𝑧0 +  𝑚

𝐿2

2
�̈� cos(𝛽 − 𝛼) 𝑧0 +𝑚

𝐿2

3
�̈�𝑧0 

 

donc   D(3/0) = 𝛿3/0 = 𝑂
{
𝑚𝐴3/0(𝐺3)

𝛿3/0(𝑂) 
=

𝑂
{

−𝑚𝐿�̇�2�⃗�2 +  𝑚𝐿�̈��⃗�2 −𝑚
𝐿

2
�̇�2�⃗�3 +𝑚

𝐿

2
�̈��⃗�3

𝑚𝐿2�̈�𝑧0 −𝑚
𝐿2

2
�̇�2 𝑠𝑖𝑛(𝛽 − 𝛼) 𝑧0 +𝑚

𝐿2

2
�̈� cos(𝛽 − 𝛼) 𝑧0 +𝑚

𝐿2

2
�̇�2 sin(𝛽 − 𝛼) 𝑧0 +  𝑚

𝐿2

2
�̈� cos(𝛽 − 𝛼) 𝑧0 +𝑚

𝐿2

3
�̈�𝑧0 

 

 

Question 4 :  Déterminer au point O les éléments de réduction du torseur dynamique D({2,3}/0). 

D({2,3}/0) =D(3/0) + D(2/0) 

 

D(3/0) = 𝛿3/0 = 𝑂
{
�⃗⃗�𝑑 3/0

𝛿3/0(𝑂) 
=
𝑂
{

−𝑚
3𝐿

2
�̇�2�⃗�2 +  𝑚

3𝐿

2
�̈��⃗�2 −𝑚

𝐿

2
�̇�2�⃗�3 +𝑚

𝐿

2
�̈��⃗�3

𝑚
𝐿2

3
�̈�𝑧0 +𝑚

4𝐿2

3
�̈�𝑧0 +𝑚

𝐿2

2
(�̇�2 − �̇�2) 𝑠𝑖𝑛(𝛽 − 𝛼) 𝑧0 +  𝑚

𝐿2

2
(�̈� + �̈�) 𝑐𝑜𝑠(𝛽 − 𝛼) 𝑧0 

 

 

Exercice 13 :  GYROSCOPE DE PRECISION DE DR NOZMAN (FEAT SQUEEZIE) 

Question 1 :  Tracer le graphe de structure du gyroscope. 

 

 

 

 

Question 2 : Déterminer et justifier une démarche de résolution. 

On cherche à appliquer le PFD à Σ en O. Car le point O est un point de vitesse nulle dans 1/0 et 2/0. 

Question 3 :  Lister les AM extérieures à Σ. 

On isole Σ. 

On fait le BAME : 

On néglige l’action de pesanteur sur 1. 

 

Sphérique 𝑂 

0 

Pivot (𝑂, �⃗�2) 
1 

2 

-𝑀2𝑔 𝑧0 



 

F =0→1 �⃗⃗⃗�0→1 = 𝑂
{
�⃗⃗�0→1

0⃗⃗ 
 

F =𝑡→2 �⃗⃗⃗�𝑡→2 = 𝐺2
{
�⃗⃗�𝑡→2

0⃗⃗ 
=
𝑂
{

−𝑚2𝑔 𝑧0
𝑚2𝑔 𝐿 cos 𝛽 �⃗�1 

 

�⃗⃗⃗�𝑡→2(𝑂) = �⃗⃗⃗�𝑡→2(𝐺2) + 𝑂𝐺2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∧ −𝑚2𝑔 𝑧0 = 𝐿�⃗�1 ∧ −𝑚2𝑔 𝑧0 = 𝑚2𝑔 𝐿 cos 𝛽 �⃗�1 

Question 4 :  Déterminer les matrices d’inertie de 1 et de 2 en O. 

𝐼𝐺1,1 =

(

 
 

0 0 0

0 𝑚1
𝐿2

12
0

0 0 𝑚1
𝐿2

12)

 
 

(𝐺1,𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

𝑂𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
𝐿

2
�⃗�1 

𝐼𝑂,1 =

(

  
 

0 0 0

0 𝑚1 (
𝐿2

12
+
𝐿2

4
) 0

0 0 𝑚1 (
𝐿2

12
+
𝐿2

4
)
)

  
 

(𝑂,𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

=

(

 
 

0 0 0

0 𝑚1
𝐿2

3
0

0 0 𝑚1
𝐿2

3)

 
 

(𝑂,𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

= (
0 0 0
0 𝐵1 0
0 0 𝐵1

)

(𝑂,𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

 

 

𝐼𝐺2,2 =

(

 
 
 
 
𝑚2
𝑅2

2

2
0 0

0 𝑚2 (
𝑅2

2

4
+
𝐿2

12
) 0

0 0 𝑚2 (
𝑅2

2

4
+
𝐿2

12
)
)

 
 
 
 

(𝐺2,𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

𝑂𝐺2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝐿�⃗�1 

𝐼𝑂,2 = 𝐼𝐺2,2 + 𝐼𝐺2,{𝑂,𝑚2} = 𝐼𝐺2,2 +𝑚2 (
0 0 0
0 𝐿2 0
0 0 𝐿2

)

(𝐺2,𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

=

(

 
 
 
 
𝑚2
𝑅2

2

2
0 0

0 𝑚2 (
𝑅2

2

4
+
𝐿2

12
+ 𝐿2) 0

0 0 𝑚2 (
𝑅2

2

4
+
𝐿2

12
+ 𝐿2)

)

 
 
 
 

(𝑂,𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

= (

𝐴2 0 0
0 𝐵2 0
0 0 𝐵2

)

(𝑂,𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

 

Question 5 :  Calculer le moment dynamique de Σ/0.  

𝛿Σ/0(𝑂) = 𝛿1/0(𝑂) + 𝛿2/0(𝑂) 

 

�⃗⃗�1/0 = �̇�𝑧0 + �̇��⃗�1 = �̇�(− sin 𝛽 �⃗�1 + cos 𝛽 𝑧1) + �̇��⃗�1 = −�̇� sin 𝛽 �⃗�1 + �̇��⃗�1 + �̇� cos 𝛽 𝑧1 

 

 

Départ : On a déjà calculé 𝐼�̿�,1 

Arrivée : 𝛿1/0(𝑂) 

Chemin : O est un point fixe /0, donc �⃗⃗�/0(𝑂) = 0⃗⃗. 

 

�⃗�1/0(𝑂) = 𝐼�̿�,1. �⃗⃗�1/0 + 𝑂𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑚1�⃗⃗�1/0(𝑂) = 𝐼�̿�,1. �⃗⃗�1/0

= (
0 0 0
0 𝐵1 0
0 0 𝐵1

)

(𝑂,𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

(

−�̇� sin 𝛽

�̇�
�̇� cos 𝛽

)

(𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

≈ 0⃗⃗ 

𝛿1/0(𝑂) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�1/0(𝑂)]/0

+ �⃗⃗�/0(O) ∧ 𝑚1�⃗⃗�1/0(𝐺1) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�1/0(𝑂)]/0

≈ 0⃗⃗ 

 

 

�⃗⃗�2/0 = �̇��⃗�1 + (�̇� + �̇� sin 𝛼)�⃗�1 + �̇� cos 𝛼 𝑧1 = (�̇� − �̇� sin 𝛽)�⃗�1 + �̇��⃗�1 + �̇� cos 𝛽 𝑧1 



 

Départ : On a déjà calculé 𝐼�̿�,2 

Arrivée : 𝛿2/0(𝑂) 

Chemin : O est un point fixe /0, donc �⃗⃗�/0(𝑂) = 0⃗⃗. 

 

�⃗�2/0(𝑂) = 𝐼�̿�,2. �⃗⃗�2/0 + 𝑂𝐺2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∧ 𝑚2�⃗⃗�2/0(𝑂) = 𝐼�̿�,2. �⃗⃗�2/0

= (

𝐴2 0 0
0 𝐵2 0
0 0 𝐵2

)

(𝑂,𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

(

�̇� − �̇� sin 𝛽

�̇�
�̇� cos 𝛽

)

(𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

≈ 𝐴2(�̇� − �̇� sin 𝛽)�⃗�1 

𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�1]/0 = �⃗⃗�1/0 ∧ �⃗�1 = �⃗⃗�1/0 ∧ �⃗�1 = (−�̇� sin 𝛽 �⃗�1 + �̇��⃗�1 + �̇� cos𝛽 𝑧1) ∧ �⃗�1 = −�̇�𝑧1 + �̇� cos𝛽 �⃗�1 

 

𝛿2/0(𝑂) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2/0(𝑂)]/0

+ �⃗⃗�/0(𝑂) ∧ 𝑚2�⃗⃗�2/0(𝐺2) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2/0(𝑂)]/0

=
𝑑

𝑑𝑡
[𝐴2�̇��⃗�1]/0

= 𝐴2(�̈� − �̈� sin 𝛽 − �̇��̇� cos 𝛽)�⃗�1 + 𝐴2(�̇� − �̇� sin 𝛽)
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�1]/0

= 𝐴2(�̈� − �̈� sin 𝛽 − �̇��̇� cos 𝛽)�⃗�1 + 𝐴2(�̇� − �̇� sin 𝛽)�̇� cos 𝛽 �⃗�1 − 𝐴2(�̇� − �̇� sin 𝛽)�̇�𝑧1 

 

Question 8 : Sans résoudre les équations du mouvement, déterminer la direction principale du mouvement 1/0. 
On applique le PFD à Σ en O. 

�⃗⃗⃗�0→2(𝑂) + �⃗⃗⃗�𝑡→2(𝑂) = 𝛿2/0(𝑂) 

⇒ (
0

𝑚2𝑔 𝐿 cos 𝛽
0

)

(𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

≈ (

𝐴2(�̈� − �̈� sin 𝛽 − �̇��̇� cos 𝛽)

𝐴2(�̇� − �̇� sin 𝛽)�̇� cos 𝛽

−𝐴2(�̇� − �̇� sin 𝛽)�̇�

)

(𝑥1,�⃗⃗�1,𝑧1)

 

La composante selon �⃗�1 est la plus importante car la vitesse de rotation �̇� = 12000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 est très importante. 

 

Question 9 : Dessiner les différents vecteurs R⃗⃗⃗t→2, M⃗⃗⃗⃗t→2(O), σ⃗⃗⃗2/0(O), δ⃗⃗2/0(O) sur la photo. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remarque : La variation du moment cinétique est donc quasi uniquement dans le même sens que le moment du poids ! Donc le 
gyroscope tourne dans votre main ! 

Le moment cinétique représente une quantité de vitesse. Le moment dynamique représente la variation du moment cinétique et 
le lien entre mouvements et actions mécaniques. 

Tout comme il est difficile de modifier un mouvement de translation qui va vite, il est difficile de modifier un mouvement de 
rotation qui va vite ! 

�⃗�1 

 

𝛿2/0(𝑂) ≈ 𝐴2(�̇� − �̇� sin 𝛽)�̇� cos 𝛽 �⃗�1 

 

𝑧1 

 
�⃗�1 

 

�⃗⃗⃗�𝑡→2(𝑂) = 𝑚2𝑔 𝐿 cos 𝛽 �⃗�1 

 

�⃗⃗�𝑡→2 = −𝑚2𝑔 𝑧0 

 

�⃗�2/0(𝑂) = 𝐴2(�̇� − �̇� sin 𝛽)�⃗�1 



 

Exercice 14 :  ROULEAU SUR PLAN INCLINE  

Question 1 : Déterminer le torseur cinématique 2/0. 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑥�⃗�1 + 𝑅�⃗�1 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑅�⃗�1 

�⃗⃗�2/0(𝐵) = �⃗⃗�2/0(𝐴) + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ �⃗⃗�2/0 = �̇��⃗�1 + 𝑅�⃗�1 ∧ �̇�𝑧1 = �̇��⃗�1 + 𝑅�̇��⃗�1 

V(2/0) = �⃗⃗�2/0 = {
�⃗⃗⃗�2/0

�⃗⃗⃗�2/0(𝐴)
=

𝐴
{�̇�𝑧0
�̇�𝑥1

=
𝐵
{

�̇�𝑧0
�̇�𝑥1+𝑅�̇�𝑥2

 

Remarque : d’autre part, on a aussi  

�⃗⃗�/0(𝐵) =
𝑑[𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ]

/0

𝑑𝑡
=
𝑑[𝑥�⃗�1]/0

𝑑𝑡
= �̇��⃗�1 

Si on souhaite tracer des trajectoires, il faudrait distinguer 𝐵0, 𝐵 et 𝐵2. En un point géométrique de contact B entre deux solides, 
on distingue 3 points coïncidents à un instant. 

 
 

 

 

 

Question 2 :  Caractériser les torseurs des AM sur 2 en B. 

Hypothèse : problème plan. 

 

On isole 2. 

On fait le BAME : 

F(0 → 2) = �⃗⃗⃗�0→2 = 𝐵
{
𝑋0→2𝑥1+𝑌0→2�⃗⃗�1

0⃗⃗⃗
 

On utilise le modèle des lois de Coulomb : |𝑋0→2| ≤ 𝑓|𝑌0→2| 

 

F(𝑡𝑒𝑟 → 2) = �⃗⃗⃗�𝑡𝑒𝑟→2 = 𝐴
{
−𝑚𝑔�⃗⃗�0
0⃗⃗⃗

=
𝐵
{ −𝑚𝑔�⃗⃗�0
𝑚𝑔𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑧0

 

�⃗⃗⃗�𝑡𝑒𝑟→2(𝐵) = �⃗⃗⃗�𝑡𝑒𝑟→2(𝐴) + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ −𝑚𝑔�⃗�0 = 𝑅�⃗�1 ∧ −𝑚𝑔�⃗�0 = 𝑚𝑔𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑧0 

Question 3 :  Ecrire l’équation reliant les paramètres du mouvement. 

Départ : Il est facile d’écrire 𝐼�̿�,2 

Arrivée : 𝛿2/0(𝐵) car on ne connait pas 𝑋0→2 et 𝑌0→2, il y a un moment nul en B. 

Chemin : �⃗⃗�/0(𝐵) ∧ 𝑚�⃗⃗�2/0(𝐴) = �̇��⃗�1 ∧ 𝑚�̇��⃗�1 = 0⃗⃗ 

𝐴2/0(𝐴) =
𝑑[�⃗⃗�2/0(𝐴)]/0

𝑑𝑡
=
𝑑[�̇��⃗�1]/0

𝑑𝑡
= �̈��⃗�1 

 

�⃗�2/0(𝐴) = 𝐼�̿�,2. �⃗⃗�2/0 + 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑚�⃗⃗�2/0(𝐴) = (

− 0 0
0 − 0

0 0
𝑚𝑅2

2

)

(𝐴,𝑥0,�⃗⃗�0,𝑧0)

(

0
0
�̇�
)

(𝑥0,�⃗⃗�0,𝑧0)

=
𝑚𝑅2

2
�̇�𝑧0 

�⃗�2/0(𝐵) = �⃗�2/0(𝐴) + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ 𝑚�⃗⃗�2/0(𝐴) =
𝑚𝑅2

2
�̇�𝑧0 + 𝑅�⃗�1 ∧ 𝑚�̇��⃗�1 =

𝑚𝑅2

2
�̇�𝑧0 +𝑚𝑅�̇�𝑧0 

 

                    Pesanteur 

2 

          Cylindre-plan 

0 

𝑇/0(𝐵) 

Un segment 
𝑇0/0(𝐵) 

Un point 

𝑇2/0(𝐵) 

Une cycloïde 



 

𝛿2/0(𝐵) =
𝑑

𝑑𝑡
[�⃗�2/0(𝐵)]/0

+ �⃗⃗�/0(𝐵) ∧ 𝑚�⃗⃗�2/0(𝐴) =
𝑑

𝑑𝑡
[
𝑚𝑅2

2
�̇�𝑧0 + 𝑅𝑚�̇�𝑧0]

/0

+ �̇��⃗�1 ∧ 𝑚�̇��⃗�1 =
𝑚𝑅2

2
�̈�𝑧0 +𝑚𝑅�̈�𝑧0 

D(2/0) = 𝛿2/0 = {
𝑚𝐴2/0(𝐴)

𝛿2/0(𝐵) 
=
𝐵
{

𝑚�̈��⃗�1
𝑚𝑅2

2
�̈�𝑧0 +𝑚𝑅�̈�𝑧0 

 

 

On applique le PFD à 2 en 𝐵. 

 F(2̅ → 2) = D(2/0) 

⇒
𝐵
{
𝑋0→2�⃗�1 + 𝑌0→2�⃗�1

0⃗⃗
+
𝐵
{

−𝑚𝑔�⃗�0
𝑚𝑔𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑧0

=
𝐵
{

𝑚�̈��⃗�1
𝑚𝑅2

2
�̈�𝑧0 +𝑚𝑅�̈�𝑧0 

 

 

Question 4 :  Dans le cas du roulement sans glissement déterminer le mouvement du rouleau. 

Il y a maintenant rsg en B. 

�⃗⃗�2/0(𝐵) = 0⃗⃗ 

⇒ �̇��⃗�1 + 𝑅�̇��⃗�1 = 0⃗⃗ 

⇒ �̇� = −𝑅�̇� 

⇒ �̈� = −𝑅�̈� 

On a donc  

𝑚𝑅2

2
�̈� + 𝑚𝑅�̈� = 𝑚𝑔𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝛼 

⇒
𝑚𝑅

2
�̈� = 𝑚𝑔𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝛼 

⇒ �̈�(t) = 2𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛼 

⇒ �̇�(t) = 2𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑡 + �̇�(0) 

Or �̇�(0) = 0 

⇒ 𝑥(t) = 𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑡2 + 𝑥(0) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Exercice 15 :  ROBOVOLC 

Question 1 : A partir de l'expression générale précédente, préciser et justifier la forme simplifiée de la matrice d'inertie 𝐼(𝑖, 𝐺𝑖) 
du bras i prenant en compte sa modélisation géométrique. 

Les bras 1 et 2 possèdent 3 plans de symétrie ; (𝐺𝑖 , �⃗�𝑖 , �⃗�𝑖), (𝐺𝑖 , �⃗�𝑖 , 𝑧𝑖), (𝐺𝑖 , 𝑧𝑖, �⃗�𝑖) donc : 

𝐼(𝐺𝑖 , 𝑖) = (

𝐴𝑖 0 0
0 𝐵𝑖 0
0 0 𝐶𝑖

)

(𝐺𝑖,𝑥𝑖,𝑥𝑖,𝑥𝑖)

 

Remarque : 2 plans suffiraient pour écrire cette forme. 

Question 2 : Déterminer l'hyperstatisme du modèle du système (Figure 1). Conclure sur la possibilité d'obtenir les différentes 
actions de liaison (leur calcul n'est pas demandé). 

Le mécanisme est modélisé par une chaîne ouverte, le modèle est donc isostatique h = 0. On peut donc déterminer toutes les 
inconnues de liaison. 

Question 3 : Calculer �⃗⃗�(𝐺1, 1/0), Г⃗⃗(𝐺1, 1/0), �⃗⃗�(𝐺2, 2/0), Г⃗⃗(𝐺2, 2/0), �⃗⃗�(𝑃, 3/0) et Г⃗⃗(𝑃, 3/0) en fonction des paramètres 
variables ( 𝜃1, 𝜃2, 𝜆3 ) et des dimensions constantes. 

V⃗⃗⃗(G1, 1/0) =
d[O1G1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ]

/0

dt
=

d [
l1
2
x⃗⃗1]

/0

dt
= Ω⃗⃗⃗(1/0) ∧

l1
2
x⃗⃗1 = θ̇1z⃗1 ∧

l1
2
x⃗⃗1 =

l1
2
θ̇1 y⃗⃗1 

Г⃗⃗(G1, 1/0) =
d[V⃗⃗⃗(G1, 1/0)]/0

dt
=

d [
l1
2
θ̇1 y⃗⃗1]

/0

dt
=
l1
2
θ̈1 y⃗⃗1 −

l1
2
θ̇1
2
x⃗⃗1 

V⃗⃗⃗(G2, 2/0) =
d[O1G2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗]

/0

dt
=

d [l1x⃗⃗1 +
l2
2
x⃗⃗2]

/0

dt
= l1θ̇1 y⃗⃗1 +

l2
2
(θ̇1 + θ̇2)y⃗⃗2 

Г⃗⃗(G2, 2/0) =
d[V⃗⃗⃗(G2, 2/0)]/0

dt
=

d [l1θ̇1 y⃗⃗1 +
l2
2
(θ̇1 + θ̇2)y⃗⃗2]

/0

dt
= l1θ̈1 y⃗⃗1 − l1θ̇1

2
x⃗⃗1 +

l2
2
(θ̈1 + θ̈2)y⃗⃗2 −

l2
2
(θ̇1 + θ̇2)

2
x⃗⃗2 

V⃗⃗⃗(P, 3/0) =
d[O1P⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ]/0

dt
=
d[l1x⃗⃗1 + l2x⃗⃗2 − λ3z⃗0]/0

dt
= l1θ̇1y⃗⃗1 + l2(θ̇1 + θ̇2)y⃗⃗2 − λ̇3z⃗0 

Г⃗⃗(P, 3/0) =
d[V⃗⃗⃗(P, 3/0)]

/0

dt
= [
d(l1θ̇1y⃗⃗1 + l2(θ̇1 + θ̇2)y⃗⃗2 − λ̇3z⃗0)

dt
]
/0

= l1θ̈1y⃗⃗1 − l1θ̇1
2
x⃗⃗1 + l2(θ̈1 + θ̈2)y⃗⃗2 − l2(θ̇1 + θ̇2)

2
x⃗⃗2 − λ̈3z⃗0 

 

Question 4 : A partir du théorème du moment dynamique, donner l'expression du couple moteur 𝜏2 dans la liaison pivot d'axe 

(𝑂2, 𝑧0) en fonction de 𝜃1, 𝜃2, �̇�1, �̇�2, �̈�1, �̈�2 et des données du problème. Faire de même pour le couple moteur 𝜏1 
dans la liaison pivot d'axe (𝑂1, 𝑧0). On simplifiera les expressions en introduisant les notations 

 

 

 

 

 

 

 

Hypothèses :   

- R0 est supposé Galiléen 

- Liaisons parfaites 

- Solides indéformables 

- Masse ponctuelle en P = G3 

- Géométrie des bras possédant 2 plans de symétrie orthogonaux 

On cherche τ2. 

On isole {2,3}. 

On fait le BAME : 

- F(1 → 2) =
O2
{
R⃗⃗⃗12 

M⃗⃗⃗⃗12
  avec M⃗⃗⃗⃗12. z⃗0 = 0 

0 

1 3 
Pivot (𝑂1, 𝑧0) 

parfaite 

Pivot (𝑂2, 𝑧0) 
parfaite 

 

2 

Glissière 𝑧0 
parfaite 

 

Moteur 𝜏1 
Moteur 𝜏2 Moteur 𝜏3 

−𝑀1𝑔 𝑧0 

−𝑀2𝑔 𝑧0 

−𝑀3𝑔 𝑧0 



 

- F(ter → 2) =
G2
{
−m2g z⃗⃗0

0⃗⃗⃗
 

- F(ter → 3) =
G3
{
−m3g z⃗⃗0

0⃗⃗⃗
 

- F(1 mot → 2) =
O2
{  0⃗⃗⃗
τ2 z⃗⃗0

 

On applique le Théorème du Moment Dynamique en O2 en projection sur z⃗0 : 

F(2 + 3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ → 2 + 3) = D(2 + 3/0) 

⇒ M⃗⃗⃗⃗(O2, 2 + 3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ → 2 + 3). z⃗0 = δ⃗⃗(O2, 2 + 3/0). z⃗0 

 

M⃗⃗⃗⃗(O2, 1 → 2). z⃗0 = 0 

M⃗⃗⃗⃗(O2, ter → 2). z⃗0 = 0 

M⃗⃗⃗⃗(O2, ter → 3). z⃗0 = 0 

M⃗⃗⃗⃗(O2, 1mot → 2). z⃗0 = τ2 

δ⃗⃗(O2, 2 + 3/0) = δ⃗⃗(O2, 2/0) + δ⃗⃗(O2, 3/0) 

δ⃗⃗(O2, 2/0). z⃗0 = δ⃗⃗(G2, 2/0). z⃗0 + (O2G2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ∧ m2Г⃗⃗(G2, 2/0)). z⃗0 

=
d[I(G2, 2). Ω⃗⃗⃗(2/0)]/0

dt
. z⃗0 + (O2G2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ∧ m2Г⃗⃗(G2, 2/0)). z⃗0 

= [
d(I(G2, 2). (θ̇1 + θ̇2)z⃗0)

dt
]
/0

. z⃗0 + (
l2
2
x⃗⃗2 ∧ m2 (l1θ̈1y⃗⃗1 − l1θ̇1

2
x⃗⃗1 +

l2
2
(θ̈1 + θ̈2)y⃗⃗2 −

l2
2
(θ̇1 + θ̇2)

2
x⃗⃗2)) . z⃗0 

avec  x⃗⃗2 ∧ y⃗⃗1 = sin (
π

2
− θ2) z⃗0 = cos θ2 z⃗0  et x⃗⃗2 ∧ x⃗⃗1 = −sin θ2 z⃗0 

= C2(θ̈1 + θ̈2) + m2l1
l2
2
θ̈1 cos θ2 +m2l1

l2
2
θ̇1
2
sin θ2 +m2

l2
2

4
(θ̈1 + θ̈2) 

δ⃗⃗(O2, 3/0). z⃗0 = δ⃗⃗(P, 3/0). z⃗0 + (O2P⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∧ m3Г⃗⃗(P, 3/0)). z⃗0 

Or δ⃗⃗(P, 3/0) = 0⃗⃗ car m3 est une masse ponctuelle et P = G3. 

δ⃗⃗(O2, 3/0). z⃗0 = ((l2x⃗⃗2 − λ3z⃗0) ∧ m3 (l1θ̈1y⃗⃗1 − l1θ̇1
2
x⃗⃗1 + l2(θ̈1 + θ̈2)y⃗⃗2 − l2(θ̇1 + θ̇2)

2
x⃗⃗2 − λ̈3z⃗0)) . z⃗0 

= m3l1l2θ̈1 cos θ2 +m3l1l2θ̇1
2
sin θ2 +m3l2

2(θ̈1 + θ̈2) 

donc 

δ⃗⃗(O2, 2 + 3/0). z⃗0

= C2(θ̈1 + θ̈2) + m2l1
l2
2
θ̈1 cos θ2 +m2l1

l2
2
θ̇1
2
sin θ2 +m2

l2
2

4
(θ̈1 + θ̈2) + m3l1l2θ̈1 cos θ2

+m3l1l2θ̇1
2
sin θ2 +m3l2

2(θ̈1 + θ̈2) 

= (C2 +m2
l2
2

4
+m3l2

2) (θ̈1 + θ̈2) + (m2l1
l2
2
+ m3l1l2) θ̈1 cos θ2 + (m2l1

l2
2
+m3l1l2) θ̇1

2
sin θ2 

= β(θ̈1 + θ̈2) + γθ̈1 cos θ2 + γθ̇1
2
sin θ2 

Finalement 

τ2 = β(θ̈1 + θ̈2) + γθ̈1 cos θ2 + γθ̇1
2
sin θ2 

On cherche τ1. 

On isole {1,2,3}. 

On fait le BAME : 

- F(0 → 1) =
O1
{
R⃗⃗⃗01 

M⃗⃗⃗⃗01
  avec M⃗⃗⃗⃗01. z⃗0 = 0 

- F(ter → 2) =
G1
{
−m1g z⃗⃗0

0⃗⃗⃗
 

- F(ter → 2) =
G2
{
−m2g z⃗⃗0

0⃗⃗⃗
 

- F(ter → 3) =
P
{
−m3g z⃗⃗0

0⃗⃗⃗
 

- F(0 mot → 1) =
O1
{  0⃗⃗⃗
τ1 z⃗⃗0

 

On applique le Théorème du Moment Dynamique en O1 en projection sur z⃗0 : 

F(1 + 2 + 3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ → 1 + 2 + 3) = D(1 + 2 + 3/0) 

⇒ M⃗⃗⃗⃗(O1, 1 + 2 + 3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ → 1 + 2 + 3). z⃗0 = δ⃗⃗(O1, 1 + 2 + 3/0). z⃗0 

y⃗⃗0 

 

x⃗⃗1 

x⃗⃗0 

y⃗⃗1 

θ1 

z⃗0 = z⃗1 = z⃗2 

y⃗⃗2 x⃗⃗2 

θ2 



 

 

M⃗⃗⃗⃗(O1, 0 → 1). z⃗0 = 0 

M⃗⃗⃗⃗(O1, ter → 1). z⃗0 = 0 

M⃗⃗⃗⃗(O1, ter → 2). z⃗0 = 0 

M⃗⃗⃗⃗(O1, ter → 3). z⃗0 = 0 

M⃗⃗⃗⃗(O1, 0mot → 1). z⃗0 = τ1 

δ⃗⃗(O1, {1,2,3}/0) = δ⃗⃗(O1, 1/0) + δ⃗⃗(O1, 2/0) + δ⃗⃗(O1, 3/0) 

δ⃗⃗(O1, 1/0). z⃗0 = C1θ̈1 +m1
l1
2

2
θ̈1 

 

δ⃗⃗(O1, 2/0). z⃗0 = δ⃗⃗(O2, 2/0). z⃗0 + (O1O2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ∧ m2Г⃗⃗(G2, 2/0)). z⃗0 

= δ⃗⃗(O2, 2/0). z⃗0 + ((l1x⃗⃗1 + d2z⃗0) ∧ m2 (l1θ̈1y⃗⃗1 − l1θ̇1
2
x⃗⃗1 +

l2
2
(θ̈1 + θ̈2)y⃗⃗2 −

l2
2
(θ̇1 + θ̇2)

2
x⃗⃗2)) . z⃗0 

avec  x⃗⃗1 ∧ y⃗⃗2 = sin (
π

2
+ θ2) z⃗0 = cos θ2 z⃗0  et x⃗⃗1 ∧ x⃗⃗2 = sin θ2 z⃗0 

= δ⃗⃗(O2, 2/0). z⃗0 +m2l1
2θ̈1 +m2l1

l2
2
(θ̈1 + θ̈2) cos θ2 −m2l1

l2
2
(θ̇1 + θ̇2)

2
sin θ2 

 

δ⃗⃗(O1, 3/0). z⃗0 = δ⃗⃗(P, 3/0). z⃗0 + (O1P⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∧ m3Г⃗⃗(P, 3/0)). z⃗0 

Or δ⃗⃗(P, 3/0) = 0⃗⃗ car m3 est une masse ponctuelle et P = G3. 

δ⃗⃗(O1, 3/0). z⃗0 = (O1P⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∧ m3Г⃗⃗(P, 3/0)). z⃗0 

= ((l1x⃗⃗1 + l2x⃗⃗2 + (d2 − λ3)z⃗0) ∧ m3 (l1θ̈1y⃗⃗1 − l1θ̇1
2
x⃗⃗1 + l2(θ̈1 + θ̈2)y⃗⃗2 − l2(θ̇1 + θ̇2)

2
x⃗⃗2 − λ̈3z⃗0)) . z⃗0 

= m3l1
2θ̈1 +m3l1l2(θ̈1 + θ̈2) cos θ2 −m3l1l2(θ̇1 + θ̇2)

2
sin θ2 +m3l1l2θ̈1 cos θ2 +m3l1l2θ̇1

2
sin θ2 +m3l2

2(θ̈1 + θ̈2) 

donc 

δ⃗⃗(O1, {1,2,3}/0). z⃗0

= C1θ̈1 +m1
l1
2

2
θ̈1 + C2(θ̈1 + θ̈2) + m2l1

l2
2
θ̈1 cos θ2 +m2l1

l2
2
θ̇1
2
sin θ2 +m2

l2
2

4
(θ̈1 + θ̈2) + m2l1

2θ̈1

+m2l1
l2
2
(θ̈1 + θ̈2) cos θ2 −m2l1

l2
2
(θ̇1 + θ̇2)

2
sin θ2 +m3l1

2θ̈1 +m3l1l2(θ̈1 + θ̈2) cos θ2

−m3l1l2(θ̇1 + θ̇2)
2
sin θ2 +m3l1l2θ̈1 cos θ2 +m3l1l2θ̇1

2
sin θ2 +m3l2

2(θ̈1 + θ̈2) 

 

= (C1 +m1
l1
2

2
+ m2l1

2 +m3l1
2) θ̈1 + (C2 +m2

l2
2

4
+ m3l2

2) (θ̈1 + θ̈2) + (m2l1
l2
2
+ m3l1l2) θ̈1 cos θ2

+ (m2l1
l2
2
+ m3l1l2) θ̇1

2
sin θ2 + (m2l1

l2
2
+ m3l1l2) (θ̈1 + θ̈2) cos θ2

+ (−m2l1
l2
2
− m3l1l2) (θ̇1 + θ̇2)

2
sin θ2 

= αθ̈1 + β(θ̈1 + θ̈2) + γθ̈1 cos θ2 + γθ̇1
2
sin θ2 + γ(θ̈1 + θ̈2) cos θ2 − γ(θ̇1 + θ̇2)

2
sin θ2 

= αθ̈1 + β(θ̈1 + θ̈2) + γθ̈1 cos θ2 + γ(θ̈1 + θ̈2) cos θ2 − γθ̇2
2
sin θ2 − 2γθ̇1θ̇2 sin θ2 

Finalement 

τ1 = αθ̈1 + β(θ̈1 + θ̈2) + γθ̈1 cos θ2 + γ(θ̈1 + θ̈2) cos θ2 − γθ̇2
2
sin θ2 − 2γθ̇1θ̇2 sin θ2 

Question 5 : Montrer alors que la dynamique du système peut être décrite par un système d'équations différentielles du 2nd 
ordre non-linéaires et couplées, de la forme : 

On isole 3. 

On fait le BAME : 

- F(2 → 3) =
P
{
R⃗⃗⃗23 

M⃗⃗⃗⃗23
  avec R⃗⃗⃗23. z⃗0 = 0 

- F(pes → 3) =
P
{
−m3g z⃗⃗0

0⃗⃗⃗
 

- F(2 mot → 3) =
P
{
 F3 z⃗⃗0
0⃗⃗⃗

 

On applique le TRD en projection selon z⃗ : 

F3 −m3g = m3λ̈3 



 

 

On a donc finalement 

(
α + β + 2γ cos θ2 β + γ cos θ2 0
β + γ cos θ2 β 0

0 0 −m3

)(

θ̈1
θ̈2
λ̈3

) + (
−2γ sin θ θ̇2 −γ sin θ θ̇2 0

γ sin θ2 θ̇1 0 0
0 0 0

)(

θ̇1
θ̇2
λ̇3

)+ (
0
0
m3g

) = (

τ1
τ2
F3
) 

Question 6 : Montrer que les effets dynamiques dans le plan horizontal sont découplés de ceux dans la direction verticale. 

Les deux premières lignes ne dépendent pas des variables λ̈3, λ̇3, λ3. Les effets dynamiques dans le plan horizontal sont donc 
indépendants de ceux dans la direction verticale. 

Question 7 : Donner trois éléments qui pourraient faire sortir le modèle dynamique précédent de son domaine de validité. 

Pour ce modèle, on a supposé certaines hypothèses qui ne sont pas forcément vraies : 

- Liaisons parfaites 

- Solides indéformables 

- Masse ponctuelle en P 

- Géométrie des bras possédant 2 plans de symétrie orthogonaux 

-  

Exercice 16 :  ENERGIE CINETIQUE D’UNE BUGATTI CHIRON  

Question 1 :  Calculer l’énergie cinétique du bolide. 

On isole les principales pièces en mouvement par rapport à la route 𝛴 = {4 𝑟𝑜𝑢𝑒𝑠, 𝑐ℎâ𝑠𝑠𝑖𝑠, }. 

Hypothèse : on néglige l’énergie cinétique des petites pièces, comme la rotation de la transmission. 

𝐸𝑐𝛴/0 = 4𝐸𝑐 𝑟/0 + 𝐸𝑐 𝑐/0 

r/0 est un mouvement de rotation. c/0 est un mouvement de translation. 

Modélisons les roues par des cylindres plein. 

𝐸𝑐𝛴/0 = 4
1

2
𝐽𝑟𝜔𝑟

2  +
1

2
𝑀𝑐𝑉𝑐

2 = 4
1

2
𝑚𝑟
𝑅𝑟

2

2

𝑉𝑐
2

𝑅𝑟
2  +

1

2
𝑀𝑐𝑉𝑐

2 ≈ 4
1

4
12. 1172  +

1

2
1995. 1172 ≈ 165 000 + 13 600 000 J 

Question 2 :  L’énergie cinétique des roues est-elle négligeable ? 

Oui, car 
165000

13 600 000
= 0,012 = 1,2% ≪ 1  

Remarque : C’est environ le rapport des masses. 

 

 

Exercice 17 :  MOTORISATION D’UN TREUIL  

Question 1 : Colorier et compléter le schéma cinématique en y mettant les différents éléments entrant en  jeu (couple, vitesse, 
rendement, moment d’inertie). 

 
 

 

𝐶𝑚 𝜔2/1  𝐽2 

 

𝜔4/1  𝐽4  𝑅  𝜂𝑇 

 

𝑣5/1  𝑚5 

 

𝑟1  𝜂𝑟1     𝑟2  𝜂𝑟2 

 

 

𝜔3/1  𝐽3 

 

   𝑍2            𝑍4 

 

 

 

 

 

 

𝑍3𝑎            𝑍3𝑏 



 

 

Question 2 : Déterminer la relation entre 𝑣5/1 la vitesse de déplacement de la charge par rapport au bâti et 𝜔2/1 la vitesse de 

rotation du moteur. 

 

𝑣5/1 = +𝑅 𝜔4/1 

𝜔4/1

𝜔2/1
= (−1)𝑛

∏𝑍𝑚𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠
∏𝑍𝑚𝑒𝑛é𝑒𝑠

= (−1)2
𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

⇒ 𝜔4/1 = 𝑟1𝑟2𝜔2/1 

⇒ 𝑣5/1 = +𝑅 𝑟1𝑟2𝜔2/1 = 𝑅 
𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

𝜔2/1 

 

car 𝜔2/1 > 0 ⇒ 𝑣5/1 > 0 

 

Question 3 : Proposer et justifier une démarche de résolution pour déterminer la loi de commande en effort. 

Le mécanisme comporte un seul degré de liberté, nous allons dont utiliser le théorème de la puissance cinétique (TPC).  

Question 4 : Déterminer la loi de commande en effort. Interpréter les différents termes trouvés. 

Energie cinétique : 

On isole l’ensemble 𝛴 = {2,3,4,5} des solides en mouvement par rapport à 1. 

1 est un repère galiléen. 

𝐸𝑐 𝛴/1 = 𝐸𝑐 2/1 + 𝐸𝑐 3/1 + 𝐸𝑐 4/1 + 𝐸𝑐 5/1 

Remarque : Attention le bâti n’est pas forcément numéroté 0. 

2/1, 3/1, 4/1 sont des mouvements de rotation autour d’un axe fixe. 

5/1 est un mouvement de translation rectiligne. 

𝜔3/1 = 𝑟1𝜔2/1 

𝜔4/1 = 𝑟1𝑟2𝜔2/1 

𝑣5/1 = 𝑅𝑟1𝑟2𝜔2/1 

 𝐸𝑐 𝛴/1 =
1

2
𝐽2𝜔2/1

2 +
1

2
𝐽3𝜔3/1

2 +
1

2
𝐽4𝜔4/1

2 +
1

2
𝑚5𝑣5/1

2 =
1

2
(𝐽2 + 𝐽3𝑟1

2 + 𝐽4𝑟1
2𝑟2

2 +𝑚5𝑅
2𝑟1

2𝑟2
2)𝜔2/1

2 =
1

2
𝐽𝑒𝑞𝜔2/1

2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remarque : on a besoin d’un graphe de structure pour les puissances. 

Puissances extérieures : 

𝑃𝑒𝑥𝑡 = 𝑃�̅�→𝛴/1 = 𝑃1→2/1 + 𝑃1→3/1 + 𝑃1→4/1 + 𝑃𝑚𝑜𝑡
1→2/1

+ 𝑃𝑡𝑒𝑟→2/1 + 𝑃𝑡𝑒𝑟→3/1 + 𝑃𝑡𝑒𝑟→4/1 + 𝑃𝑡𝑒𝑟→5/1 

𝑃𝑚𝑜𝑡
1→2/1

= 𝐶𝑚𝜔2/1 

Les liaisons sont supposées parfaites, on fait l’hypothèse qu’il y a rsg au niveau des dentures. 

𝑃1→2/1 = 𝑃1→3/1 = 𝑃1→4/1 = 0 

Les centres de gravités 2 3 4 ont une vitesse nulle (car les solides sont équilibrés). 

Pivot  

Pivot  

Pesanteur 

Pesanteur 
Pesanteur 

Pesanteur 

Moteur 

2 

1 

4 
3 

5 

Tambour-câble 

Engrènement 
          rsg 

Engrènement 
        rsg 



 

𝑃𝑡𝑒𝑟→2/1 = 𝑃𝑡𝑒𝑟→3/1 = 𝑃𝑡𝑒𝑟→4/1 = 0 

𝑃𝑡𝑒𝑟→5/1 =F(𝑡𝑒𝑟 → 5)☉V(5/1) = �⃗⃗⃗�𝑡𝑒𝑟→5☉�⃗⃗�5/1 = 𝐺5
{
−𝑚5𝑔�⃗�1

0⃗⃗
☉
∀𝑃
{

0⃗⃗
𝑣5/1�⃗�1

= −𝑚5𝑔𝑣5/1 

𝑃𝑒𝑥𝑡 = 𝐶𝑚𝜔2/1 −𝑚5𝑔𝑣5/1 
Puissances intérieures : 

𝑃𝑖𝑛𝑡 = ∑ 𝑃Si↔ Sj

𝑛

𝑖,𝑗=2
𝑖<𝑗

= 0 

On applique le théorème de la puissance cinétique (TPC) à Σ : 

 
𝑑𝐸c Σ/1

𝑑𝑡
= 𝑃𝑒𝑥𝑡 + 𝑃𝑖𝑛𝑡 

⇒ 𝐽𝑒𝑞�̇�2/1𝜔2/1 = 𝐶𝑚𝜔2/1 −𝑚5𝑔𝑣5/1 

⇒ 𝐽𝑒𝑞�̇�2/1 = 𝐶𝑚 −𝑚5𝑔𝑅 
𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

 

⇒ 𝐶𝑚 = 𝐽𝑒𝑞�̇�2/1 +𝑚5𝑔𝑅 
𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

 

Remarque :  

Le terme 𝐽𝑒𝑞�̇�2/1 représente le couple moteur à fournir pour accélérer le mouvement, en particulier pour mettre les masses en 

mouvement au démarrage et freiner. 

Le terme 𝑚5𝑔𝑅 
𝑍2𝑍4

𝑍3𝑎𝑍3𝑏
 représente le couple moteur à fournir pour compenser l’action de pesanteur à vitesse constante ou pour 

la maintenir en équilibre. 

Question 5 : Modifier la loi de commande en effort obtenue précédemment en tenant compte de ces nouvelles hypothèses. 

hypothèse : les puissances dissipées en régime transitoire sont égales aux puissances dissipées en régime permanent. 

𝑃1→4/1 =F(1 → 4)☉V(4/1) = �⃗⃗⃗�1→4☉�⃗⃗�4/1 = 𝐺4
{
𝑋1→4�⃗�1 + 𝑌1→4�⃗�1 + 𝑍1→4�⃗�1

−𝜇𝜔4/1�⃗�1 +𝑀1→4�⃗�1 + 𝑁1→4𝑧1
☉
𝐺4
{
𝜔4/1�⃗�1

0⃗⃗
= −𝜇𝜔4/1

2 

 

𝑃2↔3 + 𝑃3↔4 = −(1 − 𝜂)𝑃𝑒 = −(1 − 𝜂)𝐶𝑚𝜔2/1  avec  𝜂 = 𝜂𝑟1𝜂𝑟2 = 0,9.0,9 

On applique le TPC : 

𝐽𝑒𝑞�̇�2/1𝜔2/1 = 𝐶𝑚𝜔2/1 −𝑚5𝑔𝑅
𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

− 𝜇𝜔4/1
2 − (1 − 𝜂)𝐶𝑚𝜔2/1 

𝐽𝑒𝑞�̇�2/1 = 𝐶𝑚 −𝑚5𝑔𝑅
𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

− 𝜇 (
𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

)
2

𝜔2/1 − (1 − 𝜂)𝐶𝑚  

⇒ 𝐶𝑚 =
1

𝜂
(𝐽𝑒𝑞�̇�2/1 +𝑚5𝑔𝑅 

𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

+ 𝜇 (
𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

)
2

) 

Question 6 : Choisir un moteur. 

On cherche  𝑁2/1, 𝐶𝑚et 𝑃𝑚. 

 

𝑁2/1 = 1400 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 

𝐽𝑒𝑞 = 𝐽2 + 𝐽3𝑟1
2 + 𝐽4 (

𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

)
2

+𝑚5𝑅
2 (

𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

)
2

= 8. 10−3 + 0,12 (
15

150
)
2

+ 2,4 (
15.15

150.90
)
2

+ 100. 0,12 (
15.15

150.90
)
2

≈ 0,0102 𝑘𝑔.𝑚2 

�̇�2/1 =
𝜔2/1 𝑚𝑎𝑥

𝑇
=

2𝜋
60
1400

1
≈ 146,6 𝑟𝑎𝑑/𝑠2 

 

 

𝐶𝑚 =
1

𝜂
(𝐽𝑒𝑞�̇�2/1 +𝑚5𝑔𝑅 

𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

+ 𝜇 (
𝑍2𝑍4
𝑍3𝑎𝑍3𝑏

)
2

) =
1

0,9.0,9
(0,0102.146,6 + 100.9,81.0,1

15.15

150.90
+ 0,1 (

15.15

150.90
)
2

)

= 3,48 𝑁𝑚 

𝑃𝑚 = 𝐶𝑚𝜔2/1 = 3,48.
2𝜋

60
1400 = 510 𝑊 

𝜔2/1(𝑡) 

𝜔2/1 𝑚𝑎𝑥  

 

     T=1s 



 

 

On choisit donc le moteur le plus petit car le moins cher, le moteurs asynchrones 4 pôles LS 80 L. 

 

 

 


