TD03 DYNAMIQUE
CORRECTION

Caractériser les inerties des solides en mouvement

Exercice 1 : MATRICE D’INERTIE DE SOLIDES ELEMENTAIRES

Question 1: Donner I'expression de la matrice d’inertie, au centre d’inertie dans la base (X, ¥, Z), de chacun des solides suivants :
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Il est beaucoup plus facile d’utiliser des astuces de calcul que des changements de coordonnées. Pour les cas plus compliqués, on
utiliser SolidWorks = Evaluer - Propriété de masse = On lit I'inertie que I’on cherche dans la matrice bien orientée.
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Un disque est un cylindre a base circulaire avec L = 0.



Cerceau
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Tige avec un repére centré
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Négliger un rayon revient a négliger le moment d’inertie correspondant.

Tige avec un repeére excentré
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Attention, le + peut sembler contre intuitif, mais la masse n’est pas la méme entre un cylindre et un tube.
Question 2 : Utiliser le théoréme de Huygens sur la Tige pour retrouver le résultat.
L\? 1 12 1

I(O,Z),s = [(G,Z),S +m(§) = mﬁ+m— = m?



Exercice 2 : DISQUE PERCE

Question 1: Déterminer la position du centre de masse G en fonction de r, R et e dans la base (U, v, Z).

Relation du barycentre pour des systémes disjoints :
mAG = myAG, + m,AG, valable pour tout point A

Le point A est affecté d’une masse m; = pmR? avec un signe +.
Le point B est affecté d’'une masse m, = pmr? avec un signe —.
AB = et
= (my — mz)ﬁ = mzﬁ
= pn(R? — r2)AG = —pnr?AB
2
— T N
= AG = —Weu

Question 2 : Déterminer 2 relations a poser sur les coordonnées de ces deux points afin d’atteindre I’objectif proposé.

On veut un solide équilibré G = A. . B

Le point A est affecté d’une masse m; = pmR? avec un signe +. Vi

Le point B est affecté d’une masse m, = pmr? avec un signe —. X

Le point P; est affecté d’une masse ms avec un signe +. 0;

Le point P, est affecté d’'une masse m, avec un signe +. A 7
Z

0 = —m,AB + m3AP; + m,AP,
= m3A—P3) + m4rﬂ = mzﬁ
On projette sur (U, V).
- {m3r3 cos 03 + myr, cos B, = mye
msry sin 03 + myr, sinf, = 0
Exemple :m3; =my, 3 =1,
2myr3 cos B3 = mye
{ 03 = —0,

Les deux masses sont nécessairement symétriques par rapport a la droite (4, u).
Si 0° < 63 < 90° il faut un apport de matiére de m5 en tout.
Si90° < 0; < 180° il faut percer des trous et enlever ms en tout.
On a réalisé un équilibrage statique.

Exercice 3: MATRICE D’INERTIE DE SOLIDES ELEMENTAIRES
Question 1: Donner I'expression de la matrice d’inertie, au centre d’inertie dans la base (X, )7, Z), de chacun des solides suivants :
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Méthode 2 :
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Exercice 4 : MATRICE D’INERTIE DE SOLIDES ELEMENTAIRES

Question 1: Donner I'expression de la matrice d’inertie, au centre d’inertie dans la base (X, ¥, Z), de chacun des solides suivants :

A 0 O
Le parallélépipéde a 2 plans de symétrie, donc I s = (0 B O>
0 0 C
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Une plaque rectangulaire est un parallélépipede avec ¢ = 0.

Tige avec un repére centré
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Négliger une épaisseur revient a négliger le moment d’inertie correspondant.

Exercice 5: PARALLELEPIPEDE PERCE

Question 1: Déterminer la matrice d’inertie au point G dans la base (X,¥,Z), d’un parallélépipéde de dimension a.b.c percé
d’un cylindre de rayon R et de masse volumique p. Les 2 centres d’inertie des deux volumes sont confondus en
G.

A 0 O
Le parallélépipéde percé a 2 plans de symétrie, donc I ¢ = <0 B O) ,D=E=F=0
0 0 C/ezryn

Par linéarité de I'intégrale, on peut sommer ou soustraire des matrices d’inerties en un méme point.
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Question 2 : Déterminer la matrice d’inertie au point O dans la base (X, ¥, Z), d’un parallélépipéde de dimension a.b.c percé
d’un cylindre de rayon R et de masse volumique p. Les 2 centres d’inertie des deux volumes ne sont plus
confondus.

lgs = IG,para - IG,cyl

Remarque : On utilise le théoreme de Huygens pour changer le cylindre de révolution de point. On ne peut que sommer des
matrices d’inertie au méme point et dans la méme base.




0 0 0 0 0 0

2 2
Lyt = g ey + 0 med 0 , = Ilg ey = laeyr — 0 meyd 0 ,
0 0 mey,d ©25.) 0 0 Mgy d 6552
Igs =
b? c2 R? 2
pabc — | - prR?c|—+— 0 0
12 12 4 12
012 c? R ¢
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Exercice 6 : MATRICE D’INERTIE

Question 1: Indiquer la forme des matrices d’inertie des solides suivants :

A 0 -F A 0 O A 0 O
IG,uillebrequin =10 B 0 IG,bielle ={0 B 0 IG,piston ={0 B 0
-E 0 C (GEF7) 0 0 C (GEF7) 0 0 C (GEF?)

Exercice 7 : INERTIE DU MAXPID

Question 1: Déterminez le moment d’inertie du Maxpid pour 2 masselottes utile pour calculer le moment d’inertie équivalent
rapporté a I'arbre moteur Jq.

Oonlit € = I, ~ 113900 000 g. mm? ~ 0,114 kg. m?

Question 2 : Entourer dans la modélisation causale ci-dessous le moment d’inertie équivalent. Expliquer les différentes parties du
schéma.

Expression:
{‘ “ F“m’”\ ertcale @ 1 (CmM0+n*DeltaCm)B0"u1 -(CmO+n*DeltaCm) ¢
Verlicaie e

Frottements secs
et visqueux équivalents

Time 15

i

_ 7P
|J_ F’ ) ZFH i »”»—\F» 3 o] kommizzs: ZH@

- f }—»355}(2’7%;{0 @-- -
L‘P[’Kd‘\ﬁ"@—‘

i Inertie équivalen Transmetteurs
MCC N €st le nombrede masses
<
¥
Exercice 8 : PULSAR
Question 1: Calculer le moment cinétique du Soleil.
2 2
O1/rg(G) = LLw, = ngRlza)1 = EZ' 103°.7000000002.2.107° = 4,75.10* kg. m?
Question 2 : Calculer la vitesse de rotation du pulsar en écrivant la conservation du moment cinétique.
2 ) 2 ) ) ) R,® 700000%
ngR1 W = ngRz w; > Ri"w; =R w; D wy = —w; = TZ 107 =~ 1000 rad/s =~ 6300 tr/s

2




Exercice 9 : ROTOR D’HELICOPTERE
Question 1: Montrer que la matrice d’inertie du rotor est diagonale au point A dans la base (X, §, Z).

A 0 0
L'axe (4, X) est un axe de symétrie matérielle, donc axe principal d’inertie, donc I; ;or0r = (0 A 0)
0 0 C/wrys

WY

a
A tout point M; = (b) qui appartient a la pale P; il existe :
RECESE))

—b
- M, = ( a ) qui appartient a la pale P, ;
A

¢ A5,Z)
—a
- M= (—b) qui appartient a la pale P; ;
R CES2))
b
- My=|-a qui appartient a la pale P,.
€/ axye
AinsiF = [  xydm= fPlUPZUPSUP4 xy dm = fPl xy dm + sz xy dm + fP3 xy dm + fP4 xydm=ab—ab—ab+ab=0

La matrice est donc diagonale.

Des plans de symétrie impliquent des produits d’inertie nul mais la réciproque est fausse. C’'est également ce qu’il se passe dans
un équilibrage.

Question 2 : Déterminer la matrice d’inertie de la pale P, au point A dans la base (X, 1, 7;).

La pale P; est une plaque, donc:

M ¢ 0 0
12
L2
I, p, = 0 Mﬁ 0
a? I?
0 0 M|—+—
(12 + 12) TN
(G1,%,U1,01)
- - _ _ b2+c? —ab —ac . qa
Ls=lIlgs+ lagm =Ilgs+m| —ab a*+c* —bc AG = (b)
—ac —bc  a*+b* Gz52 ¢’ @&yD
—— L, a_
AG]_ = Ex + Eul
Maz al 0 y a’? al 0
4 22 3 22
al L2 al LZ
IA,P1 =IG1,P1 + MEE MZ 0 = —MEE M? 0
a? I? 2 12
o 0 M<—+—) o 0 M(—+—>
44 (AX11,1) 3 3 (A% 1i1,51)

Question 3 : Déterminer la matrice d’inertie de la pale P, au point A dans la base (X,7, Z).

.

X 1 0 0 X
La matrice de passage de (¥, 1, ;) vers (X,¥,Z) est (?) = (0 cosa —sin a> U,
v

7 0 sina cosa

1
-,

X

-

Remarque : Attention (y) n’est pas un vecteur, c’est une base. C'est une notation.

.

Z




M— —M—-- 0
3 22
1 0 0 al 12 1 0 0
ﬁArPI](}"Z)=<0 cosa sina) _MEE M? 0 <0 cosa —sina>
i 0 —sina cosa R 0 sina cosa
\ 0 0 M —+—/
3 3 o o
(Axuy,01)
a® al al
M? —M—-—=cosa M—-=sina
1 0 0 al 12 12
=({0 cosa sina —M—-— M—cosa —M—sina
0 —sina cosa 22 3 3
a?  L? a?  L?
0 M|—+—|sina M|—+—|cosa
3 3 3 3 .
(4xy7)
a® al al
M— —M—-—=cosa M—-=sina
3 22 22
al L a’? L? , L? a? L?
=| —-M——=cosa M—cos“a+M|—+—]sin“«a —M—cosasina+M|—+—]cosasina
22 3 3 3 3 3 3
al L? a® L? I a® L?
M—-——=sina —M—cosasina+M|—+—]cosasina M—sin“a+M|—+—|cosa
22 3 3 3 3 3 3 S
(4xy.7)
Ma2 MaL MaL ]
3 chosa 22smoz
MaL ML2+Ma2 in? ML2 ina + M az+L2 i
= chosa 3 3sm a 3cosasma 3 3 cosasina
aL 2 a2 2 L2 a2
Mzisina —M?cosasina+M<?+?)cosasina M§+M?cosa i

Si on a compris la démarche, on peut se contenter de calculer les termes diagonaux.

Par exemple : I, = X. I_A,Pl. X etc Attention, quand on multiplie une matrice et un vecteur, ils doivent &tre exprimé dans la méme
base.

Question 4 : Donner les égalités entre les moments d’inertie A, B et C des différentes pales P; par rapport aux axes (4, X),
(4,9) et (4, 2). En déduire la matrice d’inertie du rotor au point A dans la base (X, ¥, Z).

On a déja démontré dans la question 1 que la matrice du rotor est diagonale.

A, 7 ? A, 7 ? A, 7?2 A, 7 ?
IA,rotor:<? Bl 7) +<? BZ 7) +<? B3 7> +<? B4 7)
7 ? G/ s 7?7, N ?70? G, aas 70?7 G

(A%y2) (A%Y.2) (A%5,2) (A%Y2)
A+ A, + A3 + A, 0 0
=( 0 Bl+Bz+B3+B4 0 >
0 0 Ci+C+C3+C, (425.7)
Par symétrie, on observe que :
A1 = BZ = A3 = B4
{Bl =A2 :B3 :A4
Cl = CZ = C3 = C4
En effet, les pales sont tournées de 90°.
2A, + 2B, 0 0
Inrotor = ( 0 24, +2B, 0 )
0 0 4C, (Ai5.2)
a? L? a?
ZM?+2M?+2M?sin2a 0 0
aZ 2 2
= 0 2M?+2M?+2M?sin2a 0
L2 a2
0 0 AM —+ 4M —cos«a
3 3 AR

R
N
Ny
N




2 2
§ML2+§M(12(1+sin2 @) 0 0

2 2
= 0 §ML2+§Ma2(1+sin2 a) 0

4 4
0 0 —ML?> +-Ma?cosa
3 3 4%3.2)

Exercice 10 : HELICE TRIPALE

Question 1: Montrer que la matrice d’inertie d’une hélice tripale est diagonale au point O dans la base (%,7, 7).

a
A tout point M; = (b) qui appartient a la pale P; il existe : ‘/
€’ (0%37)
_a_3b
2 2
- M, = 3a b qui appartient a la pale P, ;
2 2
c (0£5.2) \ >
- M= V3a b qui appartient a la pale P;.
2 2
¢ (0.Xy,2)
’
a , V3b
-5t cos120° —sin120° 0 a
Remarque:( via » =|sin120° cos120° O <b>
2 2 0 0 1/ 252 ¢/ @52
¢ (%y.2)

A 0 O
I patice = (0 B 0) on doit donc montrerque D = E = F = 0.
(6£Y.2)

D=f xy dm = xy dm = xydm+f xydm+f xy dm
hélice P{UP,UP3 Py P, P3

- a 3b\(V3a b N a + V3b V3a b
¢ 2 2 J\2 "2 272 2 2

1 1
= ab+Z(—\/§a2 + ab — 3ab + V3b?) +Z(\/§a2 +ab — 3ab —V3b?) =0

La matrice est donc bien diagonale.

Déterminer les torseurs cinétique et dynamique d'un ensemble de solide

Exercice 11 : EOLIENNE

Question 1: Préciser la forme de la matrice d’inertie de la girouette 1 au point A.
La girouette 1 posséde un plan de symétrie (4, %, Z;).
A, 0 -—E;
Iy = ( 0 B, ©0 >
—E 0 G (A%1,Y1,71)

Remarque : (4, y;) est axe principal d’inertie.

Question 2 : Déterminer au point A les éléments de réduction du torseur dynamique @(1/0).

G0 = 67,
V1/0 (A) = 0 c\_.u..-i?“.rig.\.'ud.‘.-r.‘.,_m
Al/o (A)=0 om0 1 T At

Départ : 1=A’1 avec A = G,
Arrivée : 51/0(A) avec A = G,




Chemin : On calcule donc directement S‘l/o(A) a partir de G, o(A).

_ A1 0 _E1
6-)1/0(14) = IA,l"Ql/O + AA /\mVl/O(A) = ( 0 Bl 0 )
_E1 0 Cl

0
(0) = —Eldfl + Cldzl

(AX1,91.21) Q7 (%1,51.21)

done Dam=dyo=, {= R, —

Question 3 : Déterminer au point A les éléments de réduction du torseur dynamique @(2 /0).

.(_2)2/0 = afl +185él =‘85C)2 +d!SinBj72 +dCOSBZZ
A_B)=l3_é1

— d d - = - . > - [
Vz/o(B) = E [E]/O = E[lxl]/o = .{21/0 N lx1 = l(IZl /\x1 = ldyl

Départ : I=B_2 avec B = G,
Arrivée : gz/o(A)

Chemin : A est un point de vitesse nulle /0, donc V/O(A) =0. Il est plus facile de calculer gz/o(A)

s e

PANPTES A e PR )

en passant par 6,9 (B) puis 0,0 (A) que par gz/o(B).

) . - B Az 0 0 ﬁ E,Mcn-;[a\.,::]_&wm‘imb:gt o L ], o Tt aml g
0-')2/0(B) =IB,2"QZ/0 +BBAmV2/0(B) = 0 BZ 0 dSinﬁ = @
0 0 G (BX2,¥2.22) a cos B

. (%2.Y2.22)

A,BX, + Byasin By, + Coi cos B Z,

0-')2/0(14) = 0-')2/0(8) + A_B) A ml_/;/o(B) = Azﬁ.iz + Bza Sinﬁj;z + Cza' COSﬂ ZZ + lJ-C)l A mla’)-;l
= A2B£2 + Bza Sinﬁ}-’)z + Cza COSBZZ + mlzd’fl

a

- -
y1 Yo Zy 21 = 20

_5 _  [-mld®% +mldy, + mlaBz;
donc @(2/0)—62/0—A{=—A{ n




Question 4 :  Sans faire de calcul, proposer une démarche pour calculer 53 J0(A).
Le solide 3 est modélisé par une masse ponctuelle donc la matrice I, 5 est nulle.
03/0(G3) = 0 car c’est une masse ponctuelle.
03/0(A) = 03,0(G3) + AG3 A R, 3/0 = """
83/0(A) = 4 [65/0(A)] = -
3/0 dt 3/0 /0

I73/0((;3) =
A3/0(G3) =

R ZA) = £ 16 = AE Awed ()

Exercice 12 : BRAS DE ROBOT

Question 1: Déterminer 'expression des matrices d’inertie des bras I=Gz,2 dans la base B, et I=G3,3 dans la base B;.

Les bras sont considérés comme étant des tiges, c’est-a-dire des cylindres de révolution dont le rayon est nul.

) 0 0 0 . 0 0 0
Ip, = (0 B, 0) Toys= <0 Bs 0)
0 0 B, 0 0 B

LZ
Question 2 : Déterminer au point O les éléments de réduction du torseur dynamique @(2 /0).

(G2%2,52,22) (G3,%3,5/3,73)

LZ
avecB, =m— etB; =m—
12 12
Onaicim=my,=myetlL =L, =1L,

S d —- il L,
V2/0(G2) = — [0G2]/0 = E[Exz] =5ay,

/o 2

Départ : 1=Gz.2
Arrivée : 52/0(0)
Chemin : 2/0 est un mouvement de rotation d’axe fixe (0, Z). O est un point fixe /0, donc

17/0 (o) = 0.l est plus facile de calculer 5‘2/0 (0) en passant par g (G>) puis 6/0(0) que par

< i) -%Ik;wﬂ,
62/0(62). o) = Slih= A i)
_ 0 0 0 0 -
G2/0(G2) = Ig,2- 02270 + GoGo AMV30(G) = <0 B, 0 ) 0 = B,dZ, = Bydz, avec B, =m_
0 0 B (G2 RaT272) X (X2.52.722)

- - =g = LZ.—> L L . Lz.—> Lz.—) Lz.—>
02/0(0) = G20(G2) + 0G, AmV5,4(G,) = m_dzZo + X, Amoay, =m_dzy +m_daz, = m—daz

= drs = = 2 > .
82,0(0) = o [0'2/0(0)]/0 +V)0(0) AmV,0(G) = m%az0 car O est fixe /0. g«
- y 5;
7 Y2 Jo
- x3 ﬁ
donc DE/J0) =6,/ = {_,- = S
7o 82/0(0) 0 m’;—zdfo xza

Question 3 : Déterminer au point O les éléments de réduction du torseur dynamique :@(3 /0).

93/0 = BEO
Remarque : En effet, le paramétrage de [ est directement par rapport a O.

e L
OG3 = 0A+AG3 = LJ_C)Z +§5C)3

— d d . L R . L. .
Vo Gs) = 750G o = |15 + 35 =102+ 385




Départ : I=G3,3

Arrivée : 53/0(0)

Chemin : Pour la suite, il est plus facile de calculer 53/0(0) en passant par 33/0(63) que par
G3/0(0) car V,,(0) # 0.

Ll Doy By 1 32 i)
B B 5106 AV 5D

0 0 O 0
G3/0(G3) = Ig,3.83300 + G3G3 AmVs0(G3) = (0 B; 0 ) 0 =
0 B,

(G3,%3,¥/3,23) B (%3.53.23)

Foale = 20700 a2 = 2 [f 4], & Tattram g

ot = £ a1+ 3 A ()

5= 5= L
B3BZ; = B3f3Z, avec B; = me

> d ., - - -
53/0(03) = dt [03/0(63)]/0 + V/O(G3) A mV3/0(G3) = B3f2,

donc -

Question 4 : Déterminer au point O les éléments de réduction du torseur dynamique @({2,3} /0).

BN -0 </

Exercice 13 : GYROSCOPE DE PRECISION DE DR NOZMAN (FEAT SQUEEZIE)

Question 1: Tracer le graphe de structure du gyroscope.

Pivot (0,%,) -M,g Z,

Sphérique O

Question 2 : Déterminer et justifier une démarche de résolution.
On cherche a appliquer le PFD a 5 en O. Car le point O est un point de vitesse nulle dans 1/0 et 2/0.
Question 3 : Lister les AM extérieures a 2.

Onisole 5.
On fait le BAME :
On néglige I'action de pesanteur sur 1.




go—!l: MO—»l = - {RO_’l

ol o
W (R, _ -{ —mag Zo
G2 o 0 Um,g L cos B y,

M;_,2(0) = M5 (G) + 0G, A —myg Zy = L A—myg Zy = myg Lcos B3,

m_ ;7 =
g:t—)Z_ M, =

Question 4 : Déterminer les matrices d’inertie de 1 et de 2 en O.

0 0 0
LZ
- — L
=" ™Mz ° 0G, =-%
12 2
0 0 m;—
12 (G1,%1,91.71)
0 0 0 0 0 0
L? L2) 12
0 my|—+— 0 ol 0 0 0
Ios = 1(12 4 =(0 mg 0 =(0 B, 0)
2 2 2
0 0 m, (L_ + L_> 0 0 m, L_ 0 0 B (0,%1,51,1)
12 4 0,%1,51,21 3 (0,%1,51,21)
R,*
—_ 0 0
m, 2
R I? —
Ig,, = 0 ma +E 0 0G, = L%,
Voo m(eg)
my|—+—
4 12 (G2%1,51,71)
0 0 O
10’2 = IG2.2 + IGZ:{O:mZ} = IGz,Z + m, 0 LZ 0
0 0 I (G2,%1,51.71)
R,” 0 0
m, 2
R,: 12 A, 0 0
= 0 mz I + A + LZ 0 = O BZ O
4 12 0 0 B
22 12 27 (0,%1,51.71)
_c _ 2
0 0 m2(4+12+L> o
(0.%1,Y1,21)

Question 5 : Calculer le moment dynamique de 5/0.

51/0 = dzo +[§5”1 = d(—Sinﬂfl +C0$ﬂ§1) +B5”1 = —dSinﬂfl +B5”1 +dCOSﬂ21

Départ : On a déja calculé 1=0,1
Arrivée : 51/0(0)
Chemin : O est un point fixe /0, donc 17/0(0) =0.

D8] = i

SanAl il 31+ 06 8 )

ﬁz/o =y% + (B + dsina)y, + dcosaz, = (y — asin )i, + fy, + dcosf 7




Départ : On a déja calculé 1=0_2
ArriVée . 52/0 (0) 300050 = o By
Chemin : O est un point fixe /0, donc 17/0(0) =0. !

Question 8 : Sans résoudre les équations du mouvement, déterminer la direction principale du mouvement 1/0.

Question 9 : Dessiner les différents vecteurs R, M., (0),G2/0 (O),gz/0 (0) sur la photo.

i) = Euaifh = A pis)

Remarque : La variation du moment cinétique est donc quasi uniqguement dans le méme sens que le moment du poids ! Donc le
gyroscope tourne dans votre main !

Le moment cinétique représente une quantité de vitesse. Le moment dynamique représente la variation du moment cinétique et
le lien entre mouvements et actions mécaniques.

Tout comme il est difficile de modifier un mouvement de translation qui va vite, il est difficile de modifier un mouvement de
rotation qui va vite !




Exercice 14 : ROULEAU SUR PLAN INCLINE

Question 1: Déterminer le torseur cinématique 2/0.

m = x.’?l + R:)_}l
ﬁ = R.’)_;l
Vz/o(B) = Vz/o(A)‘l'BAA.Qz/O =.7'C5C)1 +R}_;1 ABZ]_ =.7'C5C)1+RB5C)1
. @ o5 .
V(2/0) = V)0 = { o= {ﬁzo = B{ i

‘72/0(14) A xxy XX1+RBX,

Remarque : d’autre part, on a aussi

Vo(B) = d[OB]/o _d[XxX], -
/0 dt dt !
Si on souhaite tracer des trajectoires, il faudrait distinguer By, B et B,. En un point géométrique de contact B entre deux solides,

on distingue 3 points coincidents a un instant.

T5,0(B)
Une cycloide

Sol Toso(B) TN T(B)

Un point Un segment

Question 2 : Caractériser les torseurs des AM sur 2 en B. Pesanteur
2

Hypothese : probleme plan. Cylindre-plan
0

On isole 2.
On fait le BAME :

— Xoo2X1+Y92Y
?F(o—>2)=M0q2=B{o~z pades

On utilise le modéle des lois de Coulomb : | X5 < f|Y5o2]
_ _  [-mgyo _ -mgy
g:(ter = 2) = Mgy, = A { 0 ’= B {ngsinchO
Mier3(B) = Meer2(A) + BA N —mg¥, = R¥, A —mg¥, = mgR sina Z,

Question 3 : Ecrire I’équation reliant les paramétres du mouvement.

Départ : Il est facile d’écrire 1=A,2
Arrivée : 52/0(3) car on ne connait pas X,_,, et ¥,_,,, il y a un moment nul en B.

S d[VZ/O(A)]/O d[xfl]/o
0 0
- = - N — 0 - 0 0 mR2 33
02/0(A) = Iy2- 030 + AAAMV,0(A) = mR? 0 ) Bzo
0 2 b (X0,50,20)

(A%X0,Y0,20)
5 N —_ — mRz L - . > mRZ o )=1 =g
02/0(B) = 02,0(A) + BAAMV,,4(A) = Tﬁzo + Ry, Amxx; = Tﬁzo + mRxZ,




. d.. _ , dmR2f, B1 ., ., mREgy
02/0(B) = a[az/O(B)]/o + Vo (B) AmV,,0(4) = a Tﬁzo + Rmxz,| =+ xx; Amxx, = T[)’ZO + mRiz,

/0

pu > mA, (A mxx,
»»/)(2/0) = 62/0 = > 2/0( ) = mR? ., I

82/0(B) B Tﬁzo + mRXZ,
On applique le PFD a 2 en B.

$@2-2)= D)o
Xo2Xy + Yoo201 —-mgy, 2 mxn
= - ) L = mR< ..
B 0 B \mgRsinaz, B 5 BZ, + mR%Z,

Question 4: Dans le cas du roulement sans glissement déterminer le mouvement du rouleau.

Il'y a maintenant rsg en B.
VZ/O(B) =0

= x% + Rp%, =0

>x=—-Rf
=X = —Rf
On a donc
2
> B + mR% = mgR sina
mR .
:szngsma
= X(t) = 2gsina
= x(t) = 2gsinat+ x(0)
Orx(0)=0

= x(t) = gsinat? + x(0)




Exercice 15 : ROBOVOLC

Question 1: A partir de l'expression générale précédente, préciser et justifier la forme simplifiée de la matrice d'inertie 1(i, G;)
du bras i prenant en compte sa modélisation géométrique.

Les bras 1 et 2 possédent 3 plans de symétrie ; (G;, X, ¥:), (Gi, Vi, Z), (G;, Z;, X;) donc :

A4 0 0
1(G;, i) = (0 B; 0)
0 0 C

U (GyXpXyXy)
Remarque : 2 plans suffiraient pour écrire cette forme.

Question 2 : Déterminer I'hyperstatisme du modéle du systeme (Figure 1). Conclure sur la possibilité d'obtenir les différentes
actions de liaison (leur calcul n'est pas demandé).

Le mécanisme est modélisé par une chaine ouverte, le modele est donc isostatique h = 0. On peut donc déterminer toutes les
inconnues de liaison.

Question 3 : Calculer 17(61, 1/0), F(Gl, 1/0), 17(62, 2/0), F(GZ, 2/0), I7(P, 3/0) et F(P, 3/0) en fonction des parameétres
variables ( 6,1, 8,, A3 ) et des dimensions constantes.

1,
. d[0:G1], d[ Xl] I L. L. .
V(Gl, 1/0) = dt dt = Q(l/O) N— X1 = 9121 N— 2 X1 = Eelyl
S 170y o d[V(Gy, 1/0)]/0 B d[gelyl]/o B llé B 116 .
(G,1/0) = dt = dt =3 1Y1_E 1 X1
_ aocs), dpmegel, o,
V(G,2/0) = dt dt =1,0.y, + _(91 + 92)}’2
F6p 2/0) L 0L I i KGR PR F (6, + 8,07, — 2 (0, + 8,)'%
(Gz, ) = dt dt =1191y1 — 1461 X4 5 U1 2)Y2 7 U1 2) X2
- d[O:P] o d[L%, +1,%, — AsZ . . .
V(P, 3/0) = /0 = [ 1 st 3 0]/0 = 11915;1 + 12(91 + 92)5;2 - )\320
, _AVE3/0] (16,3, +12(61 + 8,)5, — Asy)
r,3/0 = dt h dt

N .2, .. RN R . \2., N
=1,0,5; — 1,0, % +1,(8; +6,)¥, —1,(0, + 6,) %, — A3Z

Question 4 : A partir du théoréme du moment dynamique, donner I'expression du couple moteur t, dans la ligison pivot d'axe
(0, Z,) en fonction de 6., 8,, 8,, 8,, 6,, 8, et des données du probléme. Faire de méme pour le couple moteur t,
dans la liaison pivot d'axe (04, Z,). On simplifiera les expressions en introduisant les notations

—M, g Z —Msg Z,

. - PR - 3
S Gl
(0,7 e S
parfaite P P
0
Moteur T, Moteur 73 .
Moteur 7, 2 Hypothéses :
- Ry est supposé Galiléen

- Liaisons parfaites

- Solides indéformables

- Masse ponctuelle en P = G5
- Géométrie des bras possédant 2 plans de symétrie orthogonaux

—M,g Zy

On cherche 1,.
Onisole {2,3}.
On fait le BAME :

- Ya-2)= {R“ avec My,.7 = 0

Mj2




- Fter-2)= { m2g Zo

0

- F(ter-3)= 03{ m3g Zo

0

- Y@ mot-2)= { A

02 (1270

On applique le Théoréme du Moment Dynamique en O, en projection sur Z :

F@+3-2+3)= D@ +3/0) 7, Yo
= M(0,2+3 > 2+3).2, = 6(0,,2 + 3/0).%, Y2 Xp
92 2
1
M(0,,1 - 2).2,=0 0,

M(0,, ter - 2).Z, = 0
M(0,, ter - 3).Z, = 0
M(0,, 1mot - 2).Z, = 1,
8(0,,2 4+ 3/0) = 5(0,,2/0) + 8(0,,3/0)
8(0,,2/0).7y = 8(Gy,2/0).7, + (0,G; A m,T(G,,2/0)).7,
d[1(G,, 2).6(2/0)]

N
(=]
Il
N
S
Il
N
N

0 —>
- L 7y + (0,G; Am,T(G,, 2/0)). 7,
d(1(G,, 2). (6, +6,)Z . L, . . N2, R
[ (( 2:2). ( ! 2) O)] 0+<_X2/\m2 -—1191 -—52(91+92)2X2)>.ZO
avec X, AV, = sm( -0 )ZO = cos 0, Z, X, ANX; = —sin0, %,

8(0,,3/0).79 = 8(P,3/0).7, + (0,P A myT'(P,3/0)).%,

Or g(P, 3/0) = 0 car m; est une masse ponctuelle et P = G;.
- R N . PN .2, .. PN R . N2, RN R
8(0,,3/0).Zo = ((lzxz —A3Zo) Amy (1191}’1 =10, X; + 12(91 + 92)y2 - l2(91 + 92) Xz — 7\320))-20

= m;);1,6; cos 8, + m31112(§12 sin@, + m3122(é1 + éz)
donc
8(0,,2 +3/0).2,

N 1, . L2 . .

+ m31112912 sin 0, + m3122(él aF éz)

1,2 . 1 .

= B(B, +6,) +vB, cos 0, + b, sin6,
Finalement
1, = B(8; +8,) + B, cos B, +v8; sin,

On cherche T;.
Onisole {1,2,3}.
On fait le BAME :
Fo-1= {;01 avec Mg;.7, = 0
- Fer-2)= { m1gZo
- Jter-2)= { m28Zo

mzg
- F(er-3) = { 287

- g:(Omot—>1)=01{ 0

T1 20

On applique le Théoréme du Moment Dynamique en O, en projection sur Z, :
FaA+2+3-1+2+3)= DA +2+3/0)

= MO, T+2+3->1+2+43).2 =06(0,,1+42+3/0).7




M(0,,0 > 1).2, =0

M(0y, ter » 1).Z2, = 0

M(0y, ter - 2).Z, = 0

M(0y, ter - 3).Z2, = 0

M(0,,0mot - 1).2, = 14

8(0,,{1,2,3}/0) = 8(0,,1/0) + 8(0,,2/0) + 8(0,, 3/0)

2

8(01, 1/0).20 = C191 + m11791

8(04,2/0).70 = 8(03,2/0).7 + (0,0, A m,T(Gy,2/0)). 7,

- R R . . . 2., 1, . Nzn R
= 6(02, Z/O)ZO + ((llxl + dZZO) N m, (1161}’1 - 1191 X1 +-_52(61 + 62) X2)> VA

avec  X; Ay, =sin G + 92) Zo = C0s 0, Z, et X, AX, =sin6, 7z,
- .. L, . .
=6(0,,2/0).Zy + myl, %8, +_— mzllEz(e1 + 92)2 sin 0,

8(04,3/0).7, = 8(P,3/0).7, + (0,P Am;T(P,3/0)).7,
Or g(P, 3/0) = 0 car m; est une masse ponctuelle et P = Gs.
8(04,3/0).7, = (0,P Am;T(P,3/0)).%,

o o R R oo ¥ 2 2\ . N
= ((11X1 + 12X2 + (d2 - )\3)Z0) A m3 (llelyl _-+__ 12(91 + 92) XZ - A3Zo)) A
= m3l, "8, +mally(85+8,) cos8; — malyl, (6, +6,)" sin, + myl, 1,8, cos 0, + RMIEONSIOY + msl,*(8; +6;)

donc
8(04,{1,2,3}/0).7,

. 1,% .. 1, .. .

. . ..
+ - m211 EZ (61 + 62)2 Sin 92 + m311261 +

— mlyl, (6, +8,)” sin 0, + m3ly1,; cos 0, + FEIBORSINGS + msl,*(B; +6,)

1,2 . 1 "
(el -+ a1z ) 8, sin 0 + [imel 56 malle) (B B2 cos 6z

1 . .
+ <_m211 EZ - m31112) (91 + 92)2 Sil‘l 92

= ab, + B(é1 + éz) +v6, cos 0, + yélz sin6, + y(é1 + éz) cos B, — y(91 + 92)2 sin 0,
=ab, + B(é1 + éz) +v6, cos 0, + y(é1 + éz) cos B, — yézz sin 0, — 2y6,0, sin 6,
Finalement
T, = ab, + B(él + éz) +v8; cos 0, + y(é1 + éz) cos B, — yézz sin@, — 2y6,0, sin 0,

Question 5: Montrer alors que la dynamique du systéme peut étre décrite par un systéeme d'équations différentielles du 2nd
ordre non-linéaires et couplées, de la forme :

On isole 3.
On fait le BAME :

- 4Y@e-3)= . {%222 avecR,3.72 = 0

- F(pes—3)= , {‘m%gzﬂ

_ F3 7
- $@2mot-3)= P{ 5
On applique le TRD en projection selon Z :

F; —m;g = m3.7.\3




On a donc finalement

a+pB+2ycosB, B+ycosh, O 91 —2ysin®6, —ysin0h, 0 61 0 T
< B +ycosb; B 0 ) B2 | +| ysinB,6, 0 0]| 9 +( 0 )=<T2)
0 0 —mz/ \§, 0 0 0/ \is mzg/  \F3

Question 6 : Montrer que les effets dynamiques dans le plan horizontal sont découplés de ceux dans la direction verticale.

Les deux premiéres lignes ne dépendent pas des variables A3, A5, A5. Les effets dynamiques dans le plan horizontal sont donc
indépendants de ceux dans la direction verticale.

Question 7 : Donner trois éléments qui pourraient faire sortir le modéle dynamique précédent de son domaine de validité.

Pour ce modele, on a supposé certaines hypothéses qui ne sont pas forcément vraies :
- Liaisons parfaites
- Solides indéformables
- Masse ponctuelle en P
- Géométrie des bras possédant 2 plans de symétrie orthogonaux

Exercice 16 : ENERGIE CINETIQUE D’UNE BUGATTI CHIRON

Question 1: Calculer I’énergie cinétique du bolide.
On isole les principales piéces en mouvement par rapport a la route X = {4 roues, chissis, }.
Hypotheése : on néglige I’énergie cinétique des petites piéces, comme la rotation de la transmission.
Ecsio=4Ecr0+ Eccpo

r/0 est un mouvement de rotation. c/0 est un mouvement de translation.
Modélisons les roues par des cylindres plein.

Eesjo = 4%er£ oM = 43%%% +%

.

1 1
> > MV.* = 41 12.117% + 51995. 1172 =~ 165 000 + 13 600 000 ]

Question 2 : L’énergie cinétique des roues est-elle négligeable ?

Oui, car —2%%°_ _ 0,012 = 1,2% « 1
13 600000

Remarque : C’est environ le rapport des masses.

Exercice 17 : MOTORISATION D’UN TREUIL

Question 1: Colorier et compléter le schéma cinématique en y mettant les différents éléments entrant en jeu (couple, vitesse,
rendement, moment d’inertie).

—

Y1 4 w1 Jo R M7
Cm W3/1 J2
2 —
X, /= T 2 Zs
Al + H=H H=—H
—— 1
3 - —TTT

B mt—H

w31 J3 4

/ Zoa| Za Vs/1 Ms

1 M |72 N2 5 Gs




Question 2 : Déterminer la relation entre vsq la vitesse de déplacement de la charge par rapport au béti et w,,, la vitesse de
rotation du moteur.

US/I = +R w4/1 /

w4/1 H Zmenantes ZZZ4
=)' = (-1)? S Wy =T
w2/1 HZmenées Z3aZ3b o v
2324
= Us/l =+R rlrzwz/l =R Z3aZ3b w2/1 I
carwy; >0=>v5,4 >0

Question 3 : Proposer et justifier une démarche de résolution pour déterminer la loi de commande en effort.

Le mécanisme comporte un seul degré de liberté, nous allons dont utiliser le théoréme de la puissance cinétique (TPC).
Question 4 : Déterminer la loi de commande en effort. Interpréter les différents termes trouvés.

Energie cinétique :

Onisole 'ensemble 2 = {2,3,4,5} des solides en mouvement par rapport a 1.
1 est un repere galiléen.
Ecsjp =EcontEcspntEcapntEcsn

Remarque : Attention le bati n’est pas forcément numéroté 0.

2/1,3/1,4/1 sont des mouvements de rotation autour d’un axe fixe.
5/1 est un mouvement de translation rectiligne.

W31 =Wy

Wy = MNTW21

V51 = Rninywy)q

1 1 1 1 1
-= §]2w2/12 ‘|‘§]3C03/12 + 5140’4/12 + EmSUS/lz = E(]z + 3% + L4 °1% + msR* 1 2wy 4 ? =-

Pesanteur
Pesanteur

Pesanteur

Engrénement Engrénement

——

—_—

Tambour-céble

I
|

/

Pivot\\_ —

Pesanteur

1

Remarque : on a besoin d’un graphe de structure pour les puissances.
Puissances extérieures :

Peyt = Pf—»):/1 = P1—>2/1 + P1—>3/1 + P1—>4/1 + Poe + Pter—>2/1 + Pter—>3/1 + Pter—>4/1 + Pter—>5/1
1-2/1

Piot = Cnwy)s
1-2/1

Les liaisons sont supposées parfaites, on fait I'hypothése qu’il y a rsg au niveau des dentures.
P1—>2/1 = P1—>3/1 = P1—>4/1 =0

Les centres de gravités 2 3 4 ont une vitesse nulle (car les solides sont équilibrés).




Pter—>2/1 = Pter—>3/1 = Pter—>4/1 =0

— — - V. 6
Props s =% (ter » 5)0N (5/1) = M,pps OV, = {migylo { . = —msgv
ter—5/1 ( ) (5/1) ter-5Vs/1 Gs G vP Vs s9Vs/1

Puissances intérieures :

On applique le théoréme de la puissance cinétique (TPC) a X :

U

Cr - o 77
Remarque :

Le terme- représente le couple moteur a fournir pour accélérer le mouvement, en particulier pour mettre les masses en
mouvement au démarrage et freiner.

Le terme - représente le couple moteur a fournir pour compenser I'action de pesanteur a vitesse constante ou pour

la maintenir en équilibre.

Question 5 : Modifier la loi de commande en effort obtenue précédemment en tenant compte de ces nouvelles hypothéses.

hypothése : les puissances dissipées en régime transitoire sont égales aux puissances dissipées en régime permanent.

XioaXy + YiouV1 + Z145 o {‘%/1551
Gy

_ 2
S . S = —pw
—Uwy 1 Xy + My, Y1 + NioaZy AR

Pioap =51 -vHoVUn/1) = M1—>4O‘7:t/1 = 04{ 0

Prost Paca=—(1-mF =—-1-n)Chw,;  avec N =Nz = 09.09
On applique le TPC :

. 2,2,
JeqW2/102/1 = Gz —MsgR ZoaZan Hwyy1? — (1 =M Crwy/y
3a
. ZyZy ZyZy \?
Jeqw2/1 = Cp —MsgR ZaaZap —HU (ZBaZBb) Wa/1 — (CRl/)[6%

c 1 - R Z2Z, N (2224 )2
= = -
oy Jeazp1 + M58 Z3aZ3p K Z3aZ3p

Question 6 : Choisir un moteur.

On cherche -,-et .

+ + (ZZ‘* )2+ RZ(ZZZ“ )2 8.10~ +012(15)2+24(15'15)2+100012(15'15)
Jeg =2 )" + s Zs.Zs) M5 \ZoaZa) 150 “\150.90 - \150.90
~ 0,0102 kg.m?2 w1 (8)

W 1 00 w2/1max
Wy = 2/;1max 60 = 146,6 rad/s?

T=1s




On choisit donc le moteur le plus petit car le moins cher, le moteurs asynchrones 4 poles LS 80 L.

T,'ﬂ,'ﬁﬁ’;ff Vitesse Couple Intensite Facteur Courant demarrage /
A 50 Hz nominale nominal nominale  de puissance  Rendement Courant nominal Masse
Py Ny Ciy .ler‘wgw Cos g n gty IM B3
Type ] min! M.m A % kg
LS63M 0.18 1380 1.2 0.64 0.65 62 iy
LS 63 M7 0.18 1410 1.2 0.62 0.75 63 a7
LS63M 0.25 1380 1.6 0.85 0.65 65 4 5.1
LS 63 M7 0.25 1380 1.6 0.85 0.65 65 4 5.1
LST1L 0.25 1425 1.7 0.8 0.65 69 4.6 6.4
LST71L 0.37 1420 2.5 1.06 0.7 72 4.9 7.3
LS71L 0.55 1400 3.8 1.62 0.7 7o 4.8 8.3
LS8s0L 0.55 1400 B 3.8 1.6 0.74 &7 4.4 8.2
LS80OL 0.75 1400 B 5.1 2.0 077 70 4.5 9.3
LS80OL 0.9 1425 B =1 244 0.73 73 5.8 109
L5908 11 1429 B 7.4 2.5 0.84 6.8 4.8 11.5
LS90L 15 1428 B 10 3.4 0.82 8.5 5.3 13.5
LS90L 14 1438 B 12 4 0.82 80.1 &1 152




