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CPGE 2" année

La dynamique des solides permet de prédire ou d’expliquer les mouvements a partir de leurs
causes. Il est important de connaitre les situations élémentaires pour comprendre et interpréter les
résultats issus de logiciels de calculs plus complexes.

La cinétique est I'étude de la répartition des masses.

La dynamique est I’étude des mouvements et de leurs causes.

domaine grandeurs physiques
géométrie [longueur] et [angle]
cinématique [longueur], [angle] et [temps]
statique [longueur], [angle] et [masse]
cinétique [longueur], [angle], [temps] et [masse]
dynamique [longueur], [angle], [temps] et [masse]

1 Contexte

1.1 Gyroscope de précision de Dr Nozman (feat Squeezie)

(1) Dans une vidéo de sa chaine!”, Dr Nozman expose & Squeezie un gyroscope qui a la

https://youtu.be/hgjcPnl
5qF4

particularité d’étre monté au bout d’une tige et de rester un certain temps vertical.

F e

A I'aide de ce chapitre, nous allons calculer la matrice d’inertie, le moment cinétique puis le
moment dynamique du gyroscope et expliquer son mouvement.

1.2 Modeéle cinématique

(2) L’angle B est
représenté négativement
sur le schéma cinématique
mais positivement sur la
figue de calcul.

On associe une base (¥;,¥;,Z;), a chaque
solide i, avec i € {0,1,2}. R, est Galiléen. On introduit
une base intermédiaire (1, ¥, W).

La tige 1 est un cylindre homogéne de masse m,, de
centre d’inertie G;, tel que O_G—{ = %fl avec un angle
de précession a = (¥,, 1) = (J,, V) autour de Z, =
W et de nutation g = (Z,,%Z;) = (U,%;) autour de
v =93,0,

Le disque 2 est un cylindre homogene de masse m,,
de hauteur h et de rayon R, de centre d’inertie G,, tel
que m?; = L%, avec un angle de rotation propre tel
quey = (¥1,¥,) = (Z1,Z,) autour de ¥; = X,.

On note X = {1,2}.

o
Y - - u
- - —_ - Z
v=9 Yo X1 Xy Zy 1
a B 14
- -
u Zl YZ
a ﬁ > = 'y -
R - Zo=w | = N
Zo =W V=MW X1 = X
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2

2.1

(1) En mécanique
Newtonienne, la masse
est indépendante de
I’énergie. C’est le principe
de conservation de la
masse.

(2) Pour un satellite, le
moment de la gravité au
centre de gravité n’est
pas forcément nul car le
champ de gravité n’est
pas uniforme.

2.2

(3) La répartition de la
masse par rapport a I'axe
de rotation, intervient au
carré dans la grandeur
d’inertie.

Il est positif.

Inertie

L'inertie est la résistance qu'un corps oppose au changement de son mouvement.

Maitriser les inerties des solides en mouvement dans un mécanisme est intéressant car il existe un
lien direct entre ces derniéres et les actions mécaniques qui permettent de faire varier les
mouvements.

Masse
On appelle systéeme matériel, un ensemble de particules caractérisées par une certaine quantité de
matiére.

On appelle masse d’un systeme matériel la grandeur scalaire positive représentative de sa quantité
de matiére.

La masse est |'inertie en translation.

Un systéme a masse conservative") est un systéme dont la masse ne varie pas au cours du temps.

On appelle centre de masse, ou centre d’inertie, ou centre de gravité® d’un systéme

matériel X, le point G tel que : S5 GPdm =0
A partir d’un point quelconque : AG = ifz AP dm

Relation du barycentre pour des systémes disjoints :

mAG = m;AG, + myAG,| avecm = my + m,

Méthodologie pour déterminer la position de G :

1. Identifier les symétries ;
2. Décomposer le solide S en volumes élémentaires ;
3. Utiliser la relation du barycentre.

Moment d’inertie

La masse m ne permet pas a elle seule de caractériser la difficulté de mettre un solide en
mouvement de rotation ou de I’en empécher. On a besoin de connaitre la facon dont cette masse
est répartie par rapport a I'axe de rotation.

Le moment d’inertie est I'inertie en rotation.

Mécanique du point
Exemple : Energie cinétique dans la mécanique du point

; 1 . 1
Pour un mouvement de translation : E, = EmV2 Pour un mouvement de rotation : E, = EmRza)2

Définition scalaire

On appelle moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe A= (4, %) la somme des
masses élémentaires multipliées par le carré de la distance du point courant a cet axe :

Iys = laws = J; v?dm = [r?pdV | ©

Son unité est [kg.m?]

Le moment d’inertie caractérise la distribution de la masse d’un solide autour d’une droite.

Pour une méme masse globale, plus la matiére est éloignée de I'axe, plus le moment d’inertie est
grand, et plus il sera difficile de mettre le solide en mouvement de rotation autour de cet axe, ou de
I'arréter.
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) Iamys 2 lius

2.1

(2) 4. (U AW)
=Ww.(UAD)
=v.(WAW)

(3) On peut voir cet
opérateur comme une
description de la
répartition des masses
dans le solide.

(4) La matrice d’un
opérateur antisymétrique
est aussi antisymétrique
dans une base
orthonormée.

Question 1 : Déterminer le moment d’inertie du disque 2 du gyroscope, modélisé par un cylindre
homogene, de centre G, rayon R, axe (0, X;), de hauteur h et de masse m.

=R (6=2 =h +R
Ay =Ly = I(G,J?1),S = fs r¥dm = fS r? pdV =p f:=0 6=0 nf;C:O r?rdrdfdx = Zmph [%]0 =
m , R* R?
s Bl = G

Changement d’axe de rotation

Théoreme de Huygens scalaire
Soit un solide indéformable S de masse m et de centre de masse G.
Soit A= (4, 1) une droite de ce solide S et soit d la distance au point G a cet axe.

Le moment d’inertie d’un solide autour d’un axe A qui ne passe pas par G est égale au
moment d’inertie d’un axe paralléle au premier passant par G augmenté de md?.

Law)s = lgmys + md?

Le moment d’inertie par rapport a un axe de direction % est minimum® quand I'axe passe par G.

Opérateur d’inertie A.//
/
Définition vectorielle d’'un moment d’inertie ol
, /O‘\\\\ P
Iys = Iiams = f r2dm = f HP?dm = f (WA AP) dm I
s s s u Lo
car i NAP = ||Ti||||ﬁ|| sina =AP%=HP A

On reconnait un produit mixte®®, on peut faire une permutation

circulaire. Is = [ (HAE). (ﬁ’/\ﬁ) dm =1 [, AP A (ﬁ/\ﬁ) dm

Soit un solide indéformable S et un point quelconque A de ce solide.
On appelle opérateur d’inertie’® au point A du solide S I'application vectorielle :

TA,S: E-E

L'opérateur est linéaire donc représentable par une matrice.

Matrice associée a I'opérateur d’inertie

X
En notant AP = xX + yy+zz= <y) on remarque que

Z7 ®y2)
X u yw — vz 0 -z y u
ﬁ/\ﬁ’=(y) /\(17) :(zu—wx) =<Z 0 —x> (U>
7 @yn W ayn NV T W/ gz Y x 0/ gon W Ry
0 -z y
L’opérateur AP A s'écrit : ( z 0 —x> @)
X 0 g

L'opérateur AP A (ﬁ A) s’écrit :

0 —z y 0 -z y —(y? +z?) xy Xz
( z 0 —x>( z 0 —x> = yx —(z% + x?) yz
- 0/\- 0 _(x? 4 92
y x y X zx zy (x*+y°)/ g5
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(1) On remarque qu’en
cylindrique

I(A,i),s = Ixx =
fs (y? +z%)dm

= [, r?dm

(2) La matrice d’inertie est
donnée dans les sujets
d’écrit des concours, mais
elle peut étre a rechercher
dans SolidWorks aux
oraux de TP.

(3) Attention, I 4 %) s
désigne un scalaire mais
L, s désigne une matrice.

=
Fyl

Lex 5. X = lans

S

I, =i

y ,S* 5} = Ax),S

Pour calculer les moments
d’inerties, soit on le
calcule directement, soit
on calcule la trace de la
matrice

Trace(I=A,S) =A+B+C
qui est souvent plus simple
avec les symétries.

(4) lls créent des effets de
balourd.

(5) Lorsque la matrice est
diagonalisée dans sa base
propre centrale d’inertie,
le solide est
dynamiquement équilibré.
Un mouvement de
rotation autour de ces
axes centraux propres se
fait sans aucune vibration.

La matrice dans la base orthonormée (%, ¥, Z) de I'opérateur d’inertie®® en A du solide S est donc :

Tos = (ls@®, LsO). 1is(@) =

Jo O +2%)dm — [, xydm

—[g xydm [, (2% +x*)dm
— [, xzdm — [, yzdm [,
Ly [xy
=|ly by
Iy, [yz

— [, xzdm
- @)
Jo yzdm
2 + 2 d
(x Y )dm (AXY,Z)
IXZ A _F _E
[yz =|\-F B -D
22/ uzyn E 7D Clazya

La matrice d’inertie permet de synthétiser les caractéristiques d’inertie d’un solide et de calculer sa

dynamique autour des différents axes.

masse autour des différents axes.

répartition de la masse par rapport a des plans.

A, B, C sont les moments d’inertie en [kg.m?]. Ils traduisent la répartition de la

D, E, F sont les produits d’inertie” en [kg.m?]. lls traduisent une asymétrie dans la

Axes principaux d’inertie

Cette matrice de l'opérateur d'inertie, ou du tenseur d'inertie, est symétrique réelle donc toujours
diagonalisable®®. |l y a donc 3 valeurs propres réelles et 3 vecteurs propres orthogonaux.

par les axes principaux d’inertie.

d’inertie sont appelés les axes centraux d’inertie.

Les 3 valeurs propres sont appelées les moments d’inertie principaux. Ils sont portés

Lorsque la matrice d’inertie est exprimée au centre d’inertie, les axes principaux

Changement de point

Soit AP = AG + ﬁ’: avec G le centre de masse de S.

I[s(@) = J AP A (4 A AP) dm
N

fﬂ}’/\(ﬁ/\ﬁ)dm+f A_G’A(ﬁAEﬁ)dm+f ETJ’/\(H/\A_G’)dm+f GP A (WA GP) dm
S S S S

a b

mAG A (A AG) = Zq_{g,m}(l_f) = I=A,{G,m}' u

d = I_)G‘_g(ﬁ) = TG,S'H

c

d

0 et ¢ = 0 car on a choisi G comme changement de point AGA[TA fs GPdm

s
0

Théoréeme de Huygens matriciel

L'opérateur d’inertie du solide S en un point quelconque A est égal a la somme de
'opérateur d’inertie de ce solide calculé au centre de masse G et de I'opérateur
d’inertie calculé au point A du solide S affecté de la masse totale du solide S.

_ _ _ _ b2 +c?> —ab
Lis=lgs+lym =Ilgs+m| —ab a® +c?
—ac —bc

—ac
—bc
a® + b?

g

(AXYy Z)

méme point et dans la méme base.

Les matrices d’inertie de deux solides peuvent s’additionner si elles sont exprimées au
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(1) Si le solide n’est pas
homogene, on ne
s’intéresse pas
seulement a la symétrie
géométrique mais a la
symétrie matérielle.

(2) Car f_LL zdz=0

(3) Tout vecteur
orthogonal & Z est
vecteur propre. On a
une valeur propre
double. I, = 1,

W 1l est beaucoup plus
facile d’utiliser une
astuce de calcul
(comme calculer la
Trace de la matrice)
que des changements
de coordonnées. Pour
les cas plus compliqués,
on utilise SolidWorks -
Evaluer -> Propriété de
masse = On lit I'inertie
que I'on cherche dans
la matrice bien
orientée.

Changement de base

X /%) /1 0 0\ /%
La matrice de passage P de (¥, %, V) vers (X,y,Z) est [y | = P 5 0 cosa -—sina||u
2 v

v 0 sina cosa
) A —F —E _F —F
TAS - <_F B _D ’ —D’
—-E -D (4337 C' /uz32)
[Tas ] Gin - § s ] GinT

Solides de formes élémentaires
Solide avec plan de symétrie

On considére un solide homogéne'¥ S admettant 1 plan de symétrie (4,%,¥). Pour tout point P =

X x

(y), il existe un point symétrique P’ = < y ), donc: .

; ’ -(3)
—Z

) A -F 0
Ls=|-F B 0 @
0 0 Cluzyn

) A 0 0
Ls=(0 B 0
0 0 Cluzys

X,Y,Z)

Et avec 2 plans de symétrie :

Solide avec axe de révolution

On considére un solide homogeéne S admettant comme axe de révolution (4,Z). Les plans (4,V,Z) et
(4,7%,X) sont donc plans de symétrie, donc :

) A0 0
Ls=(0 A 0 @)
0 0 Cluzyan

Question 2: Déterminer les symétries des matrices d’inertie de la tige 1 et du cylindre 2 du
gyroscope.

Les 2 solides 1 et 2 ont une symétrie de révolution (0, %), donc
Ay 0 0 A, 0 O
g1 = (0 B; 0) I,z = (0 B, 0)
0 0 B 0 0 B,

Question 3 : Exprimer ces matrices en leurs centres d’inertie G, et G, puis en O.

(G1.X1,¥1.21) (G2.%X1,Y1,21)

Pour le solide 2 :
x o2
{y =rcosé@ On a déja démontré A, = [,, = m, N

z=rsin0

Trace(lg,) = A, + B, + B, = f (y2+z¥)dm+ f (z%2 +x*)dm + f (x2+y?)dm
2 2 2

RZ
=Zf(x2+y2+zz)dm=2(fx2pdV+m27)
2 v

h
r=R 6=21m *~2 2 r=R 3 x=%
fxz prdrdfdx = p f f f x?rdrdfdx = 2mp [7] [?] =2
v r=0 6=0 __h r=C x=‘%
2

h2
= mzﬁ

R? h? 1 R? h? R? R? h?
=>A2+ZBZ =2m27+2m2§=>32 =1yy =§ 2m27+2mzﬁ—m27 =m27+mzﬁ

m, R? h3
mR%h 2 24
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3

(1) En I'absence de forces
extérieures, ou si leur
résultante est nulle, la
quantité de mouvement
d'un systéme matériel se
conserve.

(2) On le note parfois
qussi L.

3.1

(3) Il'y a le méme lien
entre le torseur cinétique
ds/r et le moment
cinétique Gs,r (A)
qu’entre la fonction f et
Iimage f (x).

(4) Au concours, on
renomme souvent cette
fonction avec la lettre €

comme cinétique.

En ce qui concerne
I'accolade, de

la méme maniére on
peut définir la fonction
exponentielle par :

!
exp = { f=r
f(0)=1
(5) La résultante
cinétique représente les
quantités de
mouvements du solide
en translation. Le
moment cinétique en A
représente les quantités
de mouvements du
solide en
rotation autour de A.

La résultante d’un
torseur ne dépend pas
du point en lequel on
calcule le moment.

(6) I:A_S et 5S/R doivent
étre exprimés dans la
méme base pour pouvoir
étre multipliés.

Quantité de vitesse et quantité d’accélération

Mécanique du point

La quantité de mouvement™, ou quantité de vitesse, d’'un point matériel m se
P=mV

Quand ce point tourne autour d’un axe A= (4,u), cette quantité de vitesse est
caractérisée par le moment cinétique!®, G,, ou moment de quantité de
mouvement :

déplagant a une vitesse V:

04 = AP AmV
D’autre part, pour un systeme a masse conservative, la quantité d’accélération est la dérivée de la
quantité de mouvement :

On somme maintenant ces quantités sur le systeme considéré.

Torseur cinétique

Soit un systéeme matériel £ a masse conservative, c’est-a-dire un ensemble de particules caractérisé
par une certaine quantité de matiére. Z peut étre un solide, plusieurs solides ou un fluide.

On appelle résultante cinétique, ou quantité de mouvement, ou quantité de vitesse de
Y dans son mouvement par rapport a R la somme des quantités de vitesses
élémentaires en translation :

ﬁE/R = f): V/R(P) dm = mV/R(G) en [kg.m/s]

On appelle moment cinétique de X~ dans son mouvement par rapport a R calculé en un
point A quelconque la somme des moments cinétiques des quantités de vitesses
élémentaires en rotation :

Gy/r(A) = [, AP AV/g(P)dm  en [kg.m?/s]

Pour X a masse conservative, en particulier pour un solide indéformable S, on a :
s/ (B) = f (BA + AP) A Vs/p(P)dm = f AP AVg/r(P)dm + BA /\f Vs/r (P)dm
S S S

= Gs/p(A) + BA AmVg (G)

La fonction vectorielle 55/R est donc un torseur de vecteur mVS/R(G). C’est un champ
de vecteurs équiprojectif.

€ SE

A Gs/p(A) = Gs/p(B) + AB AmVg/r(G) @

5S/R est le torseur cinétique. On appelle torseur cinétique le champ des vecteurs
moment cinétique.

O-S/R 5

Pour un solide indéformable, on a:
Gs/r(A) = g AP AVsjr(PYdm = [ AP A (Vs/r(A) + PA A flg/p)dm

=f ﬁdm/\VS/R(AHf AP A (PA A flsjz)dm
S S

" —~
mAG Z4,S(~QS/R) = TA,S'QS/R

Les éléments de réduction du torseur en A sont :

Py/r mVs/z(6)

S ARSI @)(5)6)
O-S/R(A) A IA,S"QS/R + AG /\mVS/R(A)

6@M)=@m={
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On a donc deux cas particuliers :
Si A est le centre de masse G :
O_ZS/R(G) = TG,S'ﬁS/R
Si A est immobile dans le mouvement S/R :
O_ZS/R 4) = TA,S'ﬁS/R

3.2  Torseur dynamique

On appelle résultante dynamique, ou quantité d’accélération, de X dans son
mouvement par rapport a R la somme des quantités d’accélérations élémentaires en

translation : fz Z/R(P) dm = m/T/R(G) en [kg.m/s?]

On appelle moment dynamique du solide S dans son mouvement par rapport a R
calculé en un point A quelconque la somme des moments dynamiques élémentaires en

rotation : gz/R(A) = [, ﬁ/\E/R(P)dm en [kg.m?/s?]

Pour X a masse conservative, en particulier pour un solide indéformable S, on a :
s s s

= 85/r(A) + BA AmAs/p(G)

La fonction vectorielle gs/R est donc un torseur de vecteur m/TS/R(G). C’est un champ
de vecteurs équiprojectif.

gS/R . %2_7 E
A SS/R(A) = gS/R(B) +AB AmA)S/R(G)

SS/R est le torseur dynamique. On appelle torseur dynamique le champ des vecteurs
moment dynamique.

Du torseur cinétique au torseur dynamique
Résultante dynamique :
Le solide S est a masse conservative :

- d,. -
mAs/r(G) = [mVS/R(G)]/R
Moment dynamique :

d - d —_— = d — =

Car le solide S est a masse conservative. On calcule la dérivée d’un produit.

d ., d — ., — d 5
E[GS/R(A)]/R =L a[AP]/R/\VS/R(P)dm+L AP/\E[VS/R(P)dm]/R

a b

e Calculdea:

Soit | un point immobile dans R.

d —m= d r—= d r— = =
(1) 17/R(A) est la vitesse dat [AP]/R =i [IP]/R T at [IA]/R = VS/R(P) - V/R(A) @

de A dans R. Cette vitesse
provient de la mécanique

d —, . . - - -
du point. fs i [AP]/R AVs/r(P)dm = L —V/r(A) AVs/r(P)dm = =V z(A) /\_L Vs/r(P)dm

= —V/r(A) AmVg/r(G)
e Calculdeb:

—_ d - —_— - -
J AP Aa[VS/R(P)dm]/R = j AP AmAg R (P) = 85/r(A)
S S

Sciences industrielles de I'ingénieur Page 10 sur 22 02/03/2022



Cours - Dynamique et énergétique des systémes de solides indéformables CPGE 2" année

(1) D comme dynamique.

(2) La résultante
dynamique représente les
forces nécessaires pour
modifier le mouvement de
translation du solide. Le
moment dynamique en A
représente les moments
nécessaires pour modifier
le mouvement de rotation
autour de A.

3.3

(3) Car les solides sont
disjoints, ils ne se
pénetrent pas.

3.4

Les éléments de réduction du torseur en A sont :

m/TS/R(G) mI‘TS/R ©)

— 1))
> =3d rs - N
ds/r(A) {E [Gs/r (D], + Vr(A) A mVsp(G)

D(S/R) = 85/ = [

On a donc deux cas particuliers :

Si A est le centre de masse G :
dr= —
5S/R 6)=— [US/R (G)] =% [IG,S-'QS/R]/R
Si A est immobile dans le mouvement /R :

gS/R(A) = % [5S/R(A)]/R = % [TA,S-ﬁS/R]

/R

Systeme de solides indéformables

On considére que le systéme X se compose de n solides indéformables S; en mouvement par rapport

a R. Le torseur cinétique 52/R est la somme des torseurs cinétiques de chacun des solides®).

. n
CE/R) = dyr =2, _ 10yr

Le torseur dynamique SE/R est la somme des torseurs dynamiques de chacun des solides.
1 - n
71)(E/R) = 62/R = Zl =1 51/R

Méthodologie

5) Lis=Is+ I=A,(G,m)

(1) G5x(6) = 7G,S-ﬁS/R (6) Gs/p(A) =1, S'ﬁS/R +4G A mVS/R(A)

l (4) ogp(A) = a5/r(6) + AG A mVS/R(G)

2) 55/R(G) = US/R( )]/R @ ES/R(A) = E US/R(A)]/R +V/R(A) A mVS/R(G)

(3) Bs/r(4) = 85/p(G) + AG AmAgR(G)
é_‘)S/R(G) P> SS/R(A)

Démarche de calcul d’'un moment dynamique

Cas particuliers

La relation (1) est un cas particulier de la (6).

La relation (2) est un cas particulier de la (7).

La relation (4) est toujours plus simple que la (3).

Si ATS/R(G) est compliqué, alors la relation (3) peut étre trés longue.

Si A est un point fixe /R, alors V/R (4) = 0 et le chemin (1) - (4) — (7) est plus simple que le chemin
1 -2~ 3.
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4.1

(1) Le champ des vecteurs
vitesses 17/ g N'est
forcément pas
équiprojectif, ce n’est pas
un torseur.

Parfois, lorsque I'on ne cherche qu’une seule composante selon %, on peut simplifier le calcul.

Calcul d'une projection de la résultante dynamique
> - d 3 - = d (-
mAg/p(G). U = mE[VS/R(G)-u] — mVsp(G). — [ulr
Par exemple, pour une liaison glissiére de direction .

Calcul d'une projection du moment dynamique
dio —~ _dra- - > d
PTy [US/R (A)]/R.u =% [US/R (A).u] — Os/R (A)-E [u]/R

Par exemple, pour une liaison pivot d'axe (4, u).

Energie cinétique

Mécanique du point

Le PFD donne :
F=md

On s’intéresse a la composante de la force dans la direction de la vitesse. C'est celle qui travaille et
qui met en mouvement. La puissance est donc :

oo v d(gmi?)

FV=mAV=m—V=—>—=

dt dt

Pour un point matériel de masse m se déplagant a une vitesse V dans un repére R, I'énergie cinétique
est I’énergie accumulée lors du mouvement. Elle correspond au travail nécessaire pour faire acquérir
au point sa vitesse depuis le repos.

Expression générale

On considéere un systéeme matériel 2, c’est-a-dire un ensemble de particules caractérisées par une
certaine quantité de matiere. Z cela peut étre un solide, plusieurs solides ou un fluide.

On appelle énergie cinétique d’un systeme matériel ¥ dans son mouvement par
rapport a un repére R la quantité scalaire somme des énergies cinétiques de chacun de
ses points.

1 -
Es/r = gfz V/R(P)2 dm®

L'unité est le Joule [J].

Pour un solide indéformable, le champ VS/R est équiprojectif, on a donc :

1 o - 2 1 N N )
Ecs/R=Ef (Vs/r(A) + PA A Q2z) dm=§f (Vs/r(A) + 25/ NAP) dm
S S

1 N ) 1 - — 2 1 - - —
=§f Vs/r(A) dm+§f (25/5 NAP) dm+§f 2Vs/r(A). (2s/r N AP) dm
S S S
;ﬁ —~ —~

b c

e C(Calculdea:

10 1

2 || Tontay? dm = Sm¥a)
S

e Calculdeb:

On reconnait un produit mixte, on peut faire une permutation circulaire.

10 .~ 1( o o n 1 2 — =
EL (QS/RAAP)de:EfS (.(ZS/RAAP).(.QS/R/\AP)dm=§fS T /. (AP A (s/a NAP)) dm
1

2 ““S/R" I=A,S- -QS/R
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(1) Lorsque I'on fait une
opération entre 2
torseurs a partir de leurs
composantes, ils doivent
étre exprimés au méme
point.

(2) c’est le produit de 2
fonctions.

(3) L’énergie cinétique ne
dépend pas du point A.

4.2

(4) Car les solides sont
disjoints, ils ne se
pénetrent pas.

e Calculdec:

1 - - —_— - - —_—
Ef 2Vs/r(A). (2s/r N AP) dm = mVs g (A). (255 A AG)
S
Donc finalement :

1 . 1. - o - - —_—
ECS/R = EmVS/R(A)Z + E‘QS/R'IA,S'QS/R + mVS/R(A). (‘QS/R AAG)
1 - — - — - = = - - —
=2 (mVs/R(A)Z + mVs/r(A). (25/r ANAG) + Qg5 Lns. Qs/r + MV p(A). (2s/5 A AG))

1 — — - —_ — = - - — —
= (Vs (). (Vi (A) + B AAG) + By Ty s. s + s (AG A1V (A)) )

1, - - = o — -
= E (Vs/R(A).mVS/R(G) + ‘QS/R' (IA,S"QS/R + AG N mVS/R(A)))

1. - L
= 5 (Vs/r(4)- mVs/r(G) + Qsyr- 95 (4))

_ l{ml_/;/R (@) o 'QS/R )
2 s/r(A)  (Vs/r(A)

-

= S/R OVS/R

1
2

Théoréeme

L’énergie cinétique d’un solide S en mouvement dans un repére R est égale a la moitié
du comoment des torseurs cinétique et cinématique.

1 S —
Ecs/r = %Q(S/R) oW(s/R) =  Go/@Vsya | @®

Solide en translation

Pour un solide en translation, on a donc :

1 (mVr(G 0 1
ECS/R=E { 5/_;)3( )O{_, =5
G 0 Vs/r(G)

Solide en rotation autour d’un axe immobile dans R

mVs/R (G)2

Pour un solide en rotation autour de "axe immobile (4, Z) dans R, on a donc :

1 G wi 1 1
Esp =~ O NS Ly S B P
SIR=7 4 {Ixzx + 1,5+ 1,7 A { g =zl =

Systeme de solides indéformables

On considére que le systéme X se compose de n solides indéformables S; en mouvement par rapport
aR.
L'énergie cinétique E¢s/p de I'ensemble du systéme est égale a la somme des énergies cinétiques de

chacun des solides indéformables.®

n 1 n . . 1 n =
Ecs/r = Zi — 1 Ear = ;Zi _ 1@‘(1/11) oVU(i/R) = ;Zi — 19/rOVir
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4.3

(1) J,net mR*r? sont
souvent du méme ordre
de grandeur.

Industriellement, on
dimensionne
empiriquement tel que
2.2

mRT 6

]m
J,7? est souvent
négligeable.

(2) On choisit en général
de ramener sur
I"actionneur.

(3) Cette inertie
équivalente de tous les
solides en 5
mouvement
correspond au moment
d'inertied’un  §_ 1
solide fictif, qui,
entrainé par le moteur,
développerait la méme
énergie cinétique.

(4) La part de l'inertie
équivalente due aux
solides situés apres le
réducteur est souvent
négligeable.

(5) C’est I'égalité de 2
fonctions.

(6) i numérote une
partition de X.

(7) La 2" équation
vectorielle est parfois
appelée Théoréme du
Moment Cinétique en
physique.

Masse et moment d’inertie équivalent

Exemple : ouvrant piloté de Bugatti

On s’intéresse a la vitre d’une bugatti Chiron. La chaine de
puissance considérée est ci-dessous.

On associe un repére 0 au chassis, un repére 1 au rotor du moteur,
un repére 2 a l'arbre de sortie du réducteur et au tambour, un
repere 3 a la vitre.

Batterie Ca?rte de MCC Réducteur Tar.nbohur Vitre
puissance poulie cable
PE PE Im PMR " PMR R PMT
V(1/0) =V, = {“’mf V(2/0) =V, = {“’1’? V(3/0) = Vs, = {0
(1/0) /0= 4 ) (2/0) 2/0 alG (3/0) 3/0 alyz
avec w, =Twpyet V, =Rw,
On isole 'ensemble des piéces en mouvement par rapport au chassis 2 = {1,2,3}.
Ecsi0 = Ecij0 + Ec2p0 + Ec3jo
1/0 et 2/0 sont des mouvements de rotation. 3/0 est un mouvement de translation.
1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 272, 2
Ec):/O = E]mwm +E]rwr +§vav = E]mwm +§]rr Wiy +§va o,
1 1
= E(]m +]rr2 + vaZrZ)me = E]eqwm2
Mais on pourrait aussi écrire :
1 1 17 17 1
ECZ/O = E]mwmz + E]rwrz + Emvvivﬂz = ERZTZ'Z vz ER_rZVLZ + Emvv;zz
1 Jm  Ir z2 L 2
=3 (g 7+ ) W = g Mk

Le terme M., est appelé masse équivalente des solides en mouvement ramenée sur
I’axe effecteur.

Le terme /., est appelé moment d’inertie équivalent des solides en mouvement
ramené sur I'axe moteur®@E)(4),

L'utilisation d’une inertie équivalente ou d’'une masse équivalente permet d’étudier la loi de
mouvement de I'une des pieces du mécanisme en tenant compte de I'intégralité de ses pieces.

Dynamique des solides

Principe fondamental de la dynamique

Le PFD permet d’établir une relation entre les actions mécaniques qui sont appliquées a un solide ou
un ensemble de solides et les mouvements qui en résultent selon toutes les directions de I'espace.

Enoncé du PFD

Il existe au moins un référentiel galiléen R, tel que pour tout ensemble matériel X et a
chaque instant t, le torseur dynamique associé au mouvement de ce systeme par
rapport a ce repéere est égal au torseur des actions mécaniques extérieures exercées
sur X.

Riy _ (MAz/r, (@)
Mis(&) | 8yr,(4)
On a 1 équation torsorielle, soit 2 équations vectorielles, soit 6 équations scalaires.
YiRiy = mAE/Rg(G)
Théoréme du Moment Dynamique (TMD)” au pointA: Y, M, ;(4) = gz/Rg 4

JE -5 =DE/Ry) & Mgy =8rsp, & I { (s6)

Théoreme de la Résultante Dynamique (TRD) :

Sciences industrielles de I'ingénieur

Page 14 sur 22 02/03/2022



Cours - Dynamique et énergétique des systémes de solides indéformables

CPGE 2M année

5.2

(1) On parle de partition
siZyUX, =2Xet
2N, =0

(2) On pourrait aussi
utiliser la notation

Fd-1=Dasry)

B)Fa-2=-%2-1)

5.3

(4) Appelé parfois Principe
Fondamental de la
Statique (PFS) sion n’a
pas admis un principe
plus général avant.

(5) La réciproque est
fausse.

©6)vt ¥, Fi-5=0

La fonction torsorielle
nulle pourrait se noter 0.

@ D(s->R,) =0

Le PFD est une égalité entre les quantités d’accélération et les actions mécaniques extérieures. Les 6
équations scalaires obtenues sont a mettre en relation avec les 6 ddl dans I'espace géométrique de
dimension 3.

La dynamique permet la résolution de 2 types de problémes :

Les efforts sont connus, on détermine les mouvements et on peut dimensionner les
actionneurs (moteurs, vérins, ...).

Les mouvements sont connus, on détermine les efforts et on peut dimensionner les pieces
soumises a des accélérations (bielles, suspensions, structures, ...).

Les conséquences de ce principe sont nombreuses.

Théoréme des actions réciproques
On considére un systéme matériel £ dont une partition') est X, et X,. On applique le PFD & %, %, et
r@

My, = 51/Rg (1

]

M3_,= 52/Rg )

Mz = SZ/Rg 3)

Ona

O'n

I/Rg = 61/Rg + 62/Rg

{

— —
-1 = M2—>1 + Mf—>1

=

= M1—>2 + M2—>2

NN
e N\
l
M
Il
X
o
L
+
|
™~
&

En faisant (1) + (2) — (3), on démontre:

Théoréeme des actions réciproques

Soient 2 systémes matériels quelconques X; et X, disjoints. Le torseur des actions
mécaniques exercées par 1 — 2 est 'opposé du torseur des actions mécaniques
exercéespar2 — 1.

R2—>1

— — R
My ,=-My,, © > {_> =2 = —{_.,
M, (4) M;-1(4)

Théoréemes de I'équilibre

On appelle équilibre un mouvement nul.

Théoréme de I’'équilibre®®) (TDLE) :
Si un solide S est a I'équilibre par rapport a un référentiel Galiléen alors la somme des
torseurs des actions mécaniques du milieu extérieur sur S est nulle.

0
L’équation torsorielle ci-dessus conduit donc a I’écriture de 2 équations vectorielles :

Zl _)l—>S = 6
Zl L—>S(A) - O

(6)

=

VEVP Vs, (P) = Sty Mios=0

ol ol

fiey = al

Théoréeme de la Résultante Statique (TRS) :
Théoreme du Moment Statique (TMS) au point A :

Si V est un champ uniforme et constant, alors : gsmg =0 @
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Question 4 : Tracer le graphe de structure du gyroscope

Pivot (0, %,)

—M,g Z,
Sphérique O

Question 5 : Indiquer et justifier une démarche de résolution.

Question 6 : Lister les AM extérieures a 2.
Onisole %.

On fait le BAME :

On néglige I'action de pesanteur sur 1.

g;0->-1= Mo-ﬂ = - {RO_A

—

0L 0
— W (R W -mg7
O Wm_ o — t>2 _ { 28 %0
t—-2 t-2 GZ 6 0 ngLCOSﬂyl

Mt—»z(o) = Mtaz(Gz) +0G, A—myg Zy = L% A —myg Zy = myg Lcos By,

Question 7 : Calculer le moment dynamique de /0.

On veut que I=0,1 et 51/0 soient exprimées dans B;
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Question 8 : Sans résoudre les équations du mouvement, déterminer la direction principale du
mouvement 1/0.
On applique le PFD a 2 en O.

My,(0) + M;_,,(0) = 52/0(0)

0 Az()'/’—éisinﬁ—d/?cosﬁ)
(ng Lcosﬁ) = A,(y — @sinB)acos f
0 ()7,‘1,5;1,21) _AZ (y - d Sin ﬁ)B (f1.3_"1,51)

La composante selon y; est la plus importante car la vitesse de rotation y = 12000 tr/min est trés

importante.
On pourrait tracer a(t) et y(t) avec une intégration numérique.

Question 9 : Dessiner les différents vecteurs Ry, M., (0),620 (O),gz/o(O) sur la photo.

Mt—>2(0) = mli Lcos By 3’1
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5.4

(1) Si un solide est
équilibré dynamiquement
alors il est équilibré
statiquement.

6.1

(2) On note
P2—>1,1/R = P2—>1/R

(3) La puissance dépend
du repére dans lequel
elle est calculée.

(4)Si P> 0, on parle
d’action motrice, sinon
d’action résistante.

P(2 - 1/R)

=% @2-10Va/r)

La variation du moment cinétique est donc quasi uniquement dans le méme sens que le moment du
poids ! Donc le gyroscope tourne dans votre main et ne tombe pas !

Tout comme il est difficile de modifier un mouvement de translation qui va vite, il est difficile de
modifier un mouvement de rotation qui va vite !

Equilibrage

Une application du PFD est I'équilibrage d’un solide en rotation autour d’un axe fixe. Lorsqu’un
solide posséde une mauvaise répartition de matiere autour de cet axe, des forces tournantes
indésirables provoquent des vibrations nuisibles.

Un solide en rotation non verticale est équilibré statiquement (a I'arrét) si quelle que soit sa position
angulaire, il ne se met pas a tourner sous I'effet de son poids.

Un solide en rotation est équilibré dynamiquement si les actions mécaniques transmises dans les
liaisons entre le rotor et le bati sont indépendantes de la position angulaire du rotor quel que soit le
mouvement de rotation du rotor.

Un solide est dit équilibré lors de sa rotation autour d’un axe
fixe si et seulement si :

Equilibrage statique :

— Son centre de masse est sur I'axe de rotation.
Equilibrage dynamique :

— Son centre de masse est sur I'axe de rotation®,

— L’axe de rotation est un axe principal d’inertie. -
Equilibreuse

de roue

Puissance

Puissance d’une action mécanique

On appelle puissance de I'action mécanique 2 = 1 dans le mouvement 1/R la quantité
scalaire somme des puissances élémentaires développées au niveau de chacun des
points du solide considéré S;.

Proijr = [, fao1(P)- Vi (P)dm @@

Son unité est le Watt [W].

Pour un solide indéformable, le champ 171/R est équiprojectif, on a donc :

ffH(P).IZ/R(p)dm= fout(P). Vi p(Qdm + | fo1(P).PA A Gy jpdm
Sy S1 51

= fz—»l(P)dm-VUR(A) +L 51/R- (ﬁ/\fz_,l(P)) dm

S1
= Fy oy Vyp(A) + ﬁl/R.f (ZTD’AfH(p)) dm
N

1
F_) 0]
251 o ! 1/R

— = = M2—>1o]71/k
My:(4)  (Vayr(4)

=y By e (A) + By By (4) = {

On appelle puissance de I'action mécanique 2 — 1 dans le mouvement 1/R la
quantité scalaire obtenue par comoment du torseur associé a I’action mécanique 2 —
1 et du torseur cinématique associé au mouvement 1/R.

Pyyjg = Moy OVyp| @

On parle de puissance galiléenne lorsque le mouvement est exprimé par rapport a R;.
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6.2 Puissance des interefforts

Soit 2 solides indéformables S; et S,.

On appelle puissance des interefforts la puissance de I’action mécanique d’un solide 1
sur un solide 2 dans leur mouvement relatif 2/1.

Bt P, = 1‘71)1420‘72/1 = 1\7[)2410171/2 &)

=% 1 -20Ue/n)

Elle ne dépend pas du repere.
=%2-10VUwu/2

6.3 Rendement

On définit le rendement d’un systéme comme étant n =

s
e

La puissance dissipée est donc de P;;; = (1 — )P,

Exemple en régime permanent :

|y, P, =nP,
P, ——3p] Systéme s =T

—> Pdisz(l_n)Pe

6.4 Puissance des interefforts de liaison

Si la puissance dissipée au niveau d’une liaison est nulle alors

(2) Les torseurs des actions P1<—>2 =0¢& M1—>20V1/R =0 @
mécaniques transmissibles
et cinématiques d’une
liaison parfaite ont une
forme duale.

Si une liaison est parfaite alors le mouvement est sans pertes P;,, = 0.

P(1e2)= Si on néglige le frottement dans un contact par glissement, on a un modéle de liaison parfaite.
F@-20U2/1)=0 Sion néglige la résistance au roulement dans un contact par roulement, on a un modéle de liaison
parfaite.

7 Théoréeme de la puissance cinétique

(3) Parfois abusivement ~ Le TPC®) permet de déterminer I’équation du mouvement. Elle est déduite du PFD, ce n’est pas une

appelé Théoréme de équation supplémentaire.
I’Energie Cinétique (TEC).

Il est pertinent d’utiliser le TPC lorsque I'on étudie un systéeme ayant une seule
mobilité utile.

Contrairement au PFD, une action mécanique qui ne travaille pas ne peut pas étre déterminée avec

le TPC.
7.1 1 solide
Pour un solide indéformable unique S, la dérivée par rapport au temps de son énergie
cinétique galiléenne est égale a la puissance galiléenne des actions mécaniques
extérieures qui lui sont appliquées.
X i dE. S/Rg — —

(4) Paffo:slabflswement I =P 5-S/Rg = §—>SOVS/R9 &)

appelé Théoréme de

I’Energie Cinétique (TEC).

P($ > S/R,) Démonstration

=3 (- 50V (s/R,)

Soit un solide indéformable S en mouvement dans un référentiel galiléen.
Ms.s = 55/Rg

= Ms,sOVsr, = 85/, OVs/r,
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Soit A un point quelconque et P un point courant.

/R,

= Mg_s0 VS/R = .
! Vs/ry(A)

( f Asr, (P)dm
s ° {
A fZTD’A/TS/Rg(P)dm
S

= VS/RQ(A).I Ais/Rg(P)dm + ﬁS/Rg'f ﬁAgs/Rg(P)dm
N N

Or Vs g, (A) = Vs, (P) + AP A flgp,

= VS/RQ(P).I gs/Rg(P)dm +ﬁAﬁS/Rg'J. Ais/Rg(P)dm + ﬁS/Rg'f ﬁ/\gs/Rg(P)dm
S N N

En utilisant la linéarité de I'intégrale, on peut écrire le produit mixte :

= Vi, ). [ oyny (P)dm + [ AP NGBy Ay, (Prctm + | AP A Ay, (P). Gy, dm
N N N

~ Vg, ). [ oy, Pyt~ ﬁmdm | ﬁwdm
N N N

= [ oy P, (Prim
N
di,
d( 1,

_ dEc S/Rg
dt
On en déduit I'expression du théoréme de I'énergie cinétique dans le cas d'un solide indéformable.
dEc S/Rg
dt

La dérivée de I'énergie cinétique est le comoment du champ des moments et du champ des vitesses.

= Ms,sOVs/r, =

7.2 2 solides

Pour un systeme matériel X formé de 2 solides indéformables 1 et 2, la dérivée par
rapport au temps de son énergie cinétique galiléenne est égale a la somme de la
puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures a ce systeme et de la
puissance des interefforts entre 1 et 2.

dEc 5/R
9 _ p_
o = Psoz/rg t Pros

Démonstration

Soit X' un systéme matériel formé de 2 solides indéformables 1 et 2,avec Y =1U2et1 N2 = Q.

dEc 2Z/Rg _ dEc 1/Rg n dEc 2/Rg

dt dt dt
En appliquant le TPC a chaque solide :
dEc 1/Rg
—ar - Pourg = Proarg ¥ Peoyr,
dEc 2/Rg _ _
T = P7—>2/Rg = PE—»z/Rg + P1—>2/Rg
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En sommant
dEc 2/Rg

dc Pf_’l/Rg + Pf_’z/Rg + PZ—’l/Rg + Pl—’z/Rg = Pf—»):/Rg + Pror

Car
P2—>1/Rg + P1—>2/Rg = M2—>10V1/Rg + M1—>2®V2/Rg =M;,,0 (Vl/Rg - VZ/Rg) =M;,,10Vy, =Py

7.3 n solides

Pour un systeme matériel X formé de n solides indéformables, la dérivée par rapport
au temps de son énergie cinétique galiléenne est égale a la somme de la puissance
galiléenne des actions mécaniques extérieures a ce systeme et de la puissance des

interefforts.
dEc3/Rg n
_ p_ (1)
(1) Par exemple pour ” = P):—>2/Rg i Lj=1 PSi<—> j
n=3:Py =P os + —_— i)
t
Ps,o5, + Ps,0s, . Pint
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Applications
A = f(A) : champ scalaire ex : champ de pressions A — P(A)
A- f(A) : champ vectoriel ex : champ de vitesses A - V(A)
A- F(A) : champ tensoriel ex : champ tensoriel A= I(4)
U — f (i) : opérateur scalaire = forme ex : produit scalaire
i > f (i) : opérateur vectoriel ex : produit vectoriel

Notations

_ 111 112 0

Iis= (%1 %2 Ii) B =11 XQ% + [1,XQY + 1,1 Y QX + 1,, QY + 133Z2Q7Z

(xy.2)

® est le produit tensoriel a ne pas confondre avec le comoment © ou X.

QUESTIONS DE COURS

Donner les relations qui permettent de déterminer la position du centre de masse.
Donner la définition d'un moment d'inertie par rapport a un axe, ainsi que son unité.
Exprimer les différents éléments d'une matrice d'inertie.
Donner la notion de base principale d'inertie.
Donner les simplifications d'une matrice d'inertie qu'impose :
- un ou plusieurs plans de symétrie ;
- un axe de révolution ;
- une dimension négligeable devant les deux autres.
Donner le théoréme d'Huygens.
Donner I'expression des résultantes cinétique et dynamique.
Donner I'expression des moments cinétique et dynamique dans les 2 cas particuliers (au centre de
gravité G et en un point fixe du référentiel galiléen).
Donner les méthodes pour déterminer les moments cinétique et dynamique.

Donner |'expression du PFD.
Donner la méthode pour déterminer une équation différentielle de mouvement ou une loi de
commande en effort.

Expliquer la différence entre énergie et puissance. Donner la relation mathématique qui les relie.
Donner |'expression du théoréme de I'énergie cinétique appliqué a un ensemble de solides.

Quel est I'ensemble de solides a isoler pour utiliser ce théoreme ?

Donner I'expression de I'énergie cinétique appliqué a un solide, puis a un ensemble de solides.
Donner les différents cas de son expression.

Comment détermine-t-on l'inertie équivalente ou la masse équivalente de tous les solides en
mouvement ?

Donner l'expression de la puissance des actions mécaniques extérieures a un solide, puis a un
ensemble de solides.

Donner |'expression de la puissance des actions mécaniques intérieures a un ensemble de solides.
Déterminer les puissances des actions de liaisons lors de frottements sec et fluide.

Donner I'expression de la puissance dissipée en fonction du rendement.

Qu’appelle-t-on équilibrage statique et équilibrage dynamique.
Comment équilibrer un solide en rotation autour d’un axe fixe.
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