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P Navier Stokes : (p4.1 et pd.2)
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» Conservation de la masse : (p4.1)
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R. Cinematique des fluides

Condition d'incompressibilité :

r
Sile nombre de Ma::h:L cc
c

= fluide incompressible p=cst =>div(\7)=0 avec c=.hr- r*T (340m/s dans l'air & Tombiany), 12 vitesse du son
= conservation du débit Q
Description Lagrangienne : On suit une particule de fluide au cours de son mouvement.

Description Eulérienne : On s'intéresse aux champs de vitesse.

L. ) , dX X ——
Dérivée particulaire : — =— +(V.grad)(X)
ot

dt
Lignes de courant: VAdM=0 cad e A
Vx Vy Vz
— |dx| — | dr — dr
divi= dy M=, gg| dM=| L 4s
dz dz r sin(ﬂ)a‘gn

et éventuellement V:grad((b) en irrotationelle
Trajectoire :

Tenseur des déformations :
avi 1{avi Vil 1 aVi aVj
ALY A LA ) IS AL ] ety
o 2\0% axi omj omi
e;; : partie symétrique de G, traduit les dilatations sur ses termes diag. et les vitesses de déf. angulaires sur ses termes non diag.

2

wi;i . rotation de la particule fluide



3. Dynamique des fluides

Equation dynamique, cas genéral:

— — —3

a — —
o— V+p(V.grad)V=pf+div(e)
ot
g — — ——s —
po—V+p(V .grad)V
ot
3 — - (K _— =
=pf-gradp+ w_\.V+(Z +.§) grad(div(V))

oV +pV, ~Vl.j =pfi—p,;+ “vl.u' + (% "'f:] V].il

avec W viscosité de cisaillement, { viscosité de volume

o=-pl+a’ ou g=0;'—pb;, avec @' : partie de o liée a la def des elts de fluide, o' sym.
1=0'=2uD+Z div(V)l= i grad(V)+'grad(V)]+Z div(V)I

1=0'4= 205+ 8. Vb= [ Vij +Vji]+. Vidy

Dans le cas des fluides newtoniens incompressibles :

dW(’\_f.)=0 = pg \_f'+p(\_f' .ﬁ){fgp?-ﬁmpm_f'

FP = p=0et (=0

i (eVi)=- i (o ViV +p&—a'y+pf;

Oxj
ou pV +oViVij=pfi—pitHVij



4. Equations de bilan (PCM,PCqdm ,PCE,TRD,TMD)
Conservation de la masse locale: (équation de continuité)

a3, — — —_— 2
P tdivieV)=0 & X 4, divi)=0 & 2 +grad(— }+rot(V)AV=0
at t 2

dt

Conservation de la gté de mvt locale : (Equation de Navier-Stokes) Fluide visqueux et incompressible

Un fluide est newtonien, si v=cte#0.

a — —_ ——) e ) — —
p— V+p(V .grad)V=p f-gradp+pAV
or

8= = 525 >
ou —V+(V V)V=f-
at

=

—
Vp+vAV

T |+

Viscosité dynamique : [p]zML_lT_l=1 Poiseuille

He=10 "2Pl pg=18.10OPl (10Po(Poise)=1Pl=1Pa.s)

2.1

Viscosité cinématique :[v]= 12T 121 Stockes=15t=1cm?s ™
La viscosité v est la résistance au cisaillement,
Equation d'Euler = NS en FP (cad p=0)
Equation de la chaleur :

daT dp
pCp— =k ATH+T.f— +dv
dt dt

PCp(T +Vi. T)=kTi+TB(p+Vi.p)—pVii+u.tr[V 2

2 —
+ViiVigl=— V2 avec e=Cp.T et pv=—p.div(V)+p.y"?

-2 Ll-r:ih-f(‘f")2 et v'2=tr[(nrad(‘7)+‘grad(‘7))-grad(‘?')]

T - ——
en incompressible . oCp(— +V . gradT)=k AT+ "™
ot

Théoréme de la résultante dynamique : (qdm globale)

o — — — =3 — —
o II1wpVdV==][;[pV(V.n)+pn-c'.n] dS
ot

- — -+
+[[[.pfdV note : (V = vit, n ext, V = vol)

. Y

or 0
4 HL&A.A p\_f'dV
dt
-8 [[/0MA oVav+ [ [« @NMin oV 7 7S
or

e — —% — — — - -
= [ OMA[oV(V .n)+pn-a'.n] dS+] [ {,OMa of dV
hnte . pour un compresseur, la forme est : C=0Q,(R2Ve2—R1Va)



Equation de Navier—Stokes en :

p— V=p— V+p(V .grad)V=p— V+p— grad(V?)
dt ot ot 2

Cartésien : (x,y,2)

—_— = = [« — = 3 — —
+rot(V);\V=p? V+pgrad(V).V=pf-gradp+pAV
t

wc(xy,z) vx(x,y,z)
operateurs\grad)| W(x‘y‘z) vy(x J/az)
vzlxyz) || [velxy.z)
(dv, AN AN: 2V, d?v, d2v,
p +V, =——+pf, +1 + +
dt dy dz dx dx2 dy2 dz2 I
2 2 2
dv dv dv, d d=v, d=Vv, d°Vv
~p( d \;_+v_”v_)-__p+pf | — L+ — L
dt " dx dy ~dz [ dy a2 a2 dz?
(dvz av.)  dp d2v, d?v, d?v,
p =——-+pf,+ + +
dt dx dy * dz dz dx2 dy2 d22
Cylindrique : (r,8,2)
vr(r,e,z) vr(r,e,z)
operateurs\gradc vS(r,B,z) : ve(r,e,z)
vz(r,e,z) vz(r,e,z)
— 1d[v,) 14V, dv,
div(V)=— Lt — +
rodrr do dz
dV, VQ dV, dV, v32
V,— + — +V, =
dr r de dz r
(\_; _grad)_.= v dve . V,Vg . E dV, V. dV‘
dr r r de dz
dv, W, dv. dv.,
Vr +— +Vz
dr r de dz
Sphérique : (r,8,¢), B=(Z.E:)
wl:r,ﬁ,go) w(r,ﬂ,qa:l
operateurs\grads Lﬂl:r,e,;ﬂ) : vﬂ(r,&,w)
wirg.e)ll [vlro.0)
— —s —
(V .grad)V=
[ dv, dV,v
—_ —
v, de TR
" dr r r-sin(B) r r
dv, dv,
Y Ve 2
. 8 dp ° V.Ve V,“cos(8)
WV, + + + -
dr r o rsinle) r r-sin(8)
dv, dv,
v -
v, dg ° ‘dp V.V, V,V,cos(g)
V'+ + +
| dr r rsinle) v rsin(8)




Démonstration Bernoulli :
Euler (fluide parfait) :

0 - V?
p— V+p.grad|—
ot 2
_— = —
+p.rot (V)AV

0 - \V?
= p—V+p.grad|—
at 2
rlwl
=-p.grad(gz)-p.gradc 5 )

- - ' . oy 2 P \? P
Le long d'une LDC, rot(V)AV perpendiculaireaVV.. = grad ?+gz+— =0= ?+gz+—=cte
P P

Bernoulli 1 (FP, incompressible, forces a distances conservatives, stationnaire) : p—+p+pgz=cte sur une LDC
2

—_—— - > —_— > - 2—0 - —
+p.rot (V)AV =pf-grad(p) ex: f=-gz-rw “ e,+2we, AV

v S 4 oo v?
noull inco ible, forces & distances con tives, potentiel V=grad(®)) : p—+p—+p+pgz=c(t) ou
ot 2

vl

)
p—+p—+p+pgz=c
n 2

Bernoulli généralisé (fluide visqueux incompressible, régime permananent) :

1 1

; PVIi+pgzZi+p= ; PVI+pgzy+p2+&s2

avec &, pertes de charge réguliéres et singuliéres
1 L

PDC réguliéres : Ap=§,,=—{"p*V*—
2 D

I: (parfois nofté 1) coefficient de perte de charge fonction de R, et rugosité relative paroie (A=64/Re pour tube lisse en écoulement
Poiseuille)

Rq: force volumique de frottement N.!m3 = perte de charge linéique Pa/m
1
PDC singuliéres : Ap=£ﬂ=;(-p- v:

¢ : fonction géométrie singularité, et de R,.
Archiméde :

F?'-Fm...:ﬁ' = mg ~Vpog =0




F. Ecoulements irrotationnels : potentiel des vitesses

Les potentiels des vitesses concernent les mvts des FLUIDES PARFAITS
@ : potentiel des vitesses

W : potentiel dont dérive les forces de volume

Cas d'un écoulement plan de normale z :

—_— = —- ——
rot(V)=0 = J®/V=grad(®)

o o
Vx=—o Vr=—-
= Ox ou b 4
oP 1 &b
Vy=—o Vh=—s —
[5,% r oo

siincompressible, alors

—_—r— = - — -+
div(V)=0 = ¥/ V=rot(¥.z2)

1 v
Vx=—o- Vr=—+—
ay r 28
= ou
¥ v @
Vy=—— Vo=——
ox ar

= A®=div(grad(@®))=div(V)=0
PO PO PO PP

et AWe——=z-—— 4+ ——

axt oy oxdy axay
Propriété d'orthogonalité : (Contitions de Cauchy-Riemann)

(1) et (2) grad(®)= grad('«v)n;, Lignes de courant L lignes équipotentielles.

Circulation du vecteur vitesse :

» La vitesse est orthogonale aux lignes équipotentielles ¢ =Cte et tangente aux lignes de courant ¥=Cte
$2
= V dM=@2-¢1

$1
- 0 —
v-—V+grnd

ot 2
Potentiel complex it

Cartésien : (z)=®(x,y)+i*W(xy), z=x+i*y

vitesse complexe . w(z)=— =Vx-i-Vy
oz

Polaire : (z)=®(r,0)+i-¥(r,0), z=r-e'™

f .
vitesse complexe : w(z)=— =(Vr=i-V@)e'®
oz



6. Conditions aux limites (classique et potentiel)

ex: g=p.5.V(Ry)

CL en fluide parfait : (u=0)

-a la surface d'un corps solide : V,.u.e.ﬁ.:VMi...; (continuité des vitesses normales, non pénétration)

-entre 2 fluides : méme vitesse normale et méme pression a l'interface

CL en fluide visqueux : (u#0, le fluide adhére aux surfaces)
-a la surface d'un corps solide : ?,.,.,-,,ezﬁﬁu-.de
-entre 2 fluides : méme vitesse normale et méme contrainte a l'interface
av,, av. av.. V.
i j1 i2 ]2
H, + =i, o n,
ox; 0% ox,  ox, surl
p.,ny=p.n;

Conditions aux limites pour les potentiels:

oD
EnS: vn=—-=0
&n

P,

on

z

Entre deux FP : \—f’n, =Vn2 =

&



7. Analyse dimensionnelle

Forme adimensionnelle de Navier—Stokes

. P00

Jt=—,r'=—,p'=

v

r
r'=—,v's
L

1 05 —-——— 1 - —— 1 —
— —v'+(v'.grad')v'==—z =grad'p+— A'v'
St ot Fr

pUL forces d'inertie , L L
, nombre de Reynolds=———, avec U: vitesse caractéristique et L : longueur caractéristique

n forces visqueuses

»Re=

¢ Re<<1000 — laminaire, viscosité dominante
—_—— — 1 —
(v'.grad')v' <<— A'v'
Re

0 — —_— .
— ' et (v'.grad’)v' sont du méme ordre de grandeur
atl

— s — 1 —
+ Re>>1000 — turbulent (v'.grad')v' >>— A'v'

L termes instationnaires ) ,
» St=——, nombre de Strouhal = (ex_: fils d'une harpe en résonnance)

termes convectifs

U2 vitesse d'ecoulement .
» Fr=——/, nombre de Froude = (ex : bourrelet d'eau dans un évier)

gL vitesse locale des ondes de surface

Théoréme de Vaschy—-Buckingham :

"Toute loi physique s'écrit sous la forme f(a,,...,a,)=0 ou les a; sont n grandeurs caractéristiques du systéme qui font intervenir k
dimensions indépendantes. On démontre que l'on peut écrire cette loi sous la forme g(my,...,,-) ou les w; sont n-k grandeurs
sans dimensions”

»Méthode :

- Déterminer des variables indépendantes du pb

- former un systéme complet de produits sans dimensions, le nb de produits sans dimensions nécessaire est donné par le th de VB
Dimensions/Systémes d'unités :

Une grandeur physique est définie par sa dimension et sa mesure.

Dimension : longueur, tps, vitesse, ... — s'exprime en fct de dimenions de base (L, T, M, I)

Mesure ; valeur numérique définie par comparaison de la quantité avec un étalon.



b. Couches limites laminaires : théorie de Prandtl

Cadre de ['étude : (voir page suivante)

écoult stationnaire, incompressible et laminaire
écoulement plan de normale z, u=(u,v)
Plaque semi infinie, pesanteur négligée,

Systéme a résoudre :

[ s -1 op d? d2
w — oty — = — 4y | — (0 +—{u]
ox 9y p & |gx? dy?
v av -1 P | d* a2
0 Ty B R A )
1 & & p & lgx? = dy?

d
2L oo
u(x,0)=0
u(x,+°°)-U

(eq 1&2 : NS, 32 : conservation masse, 4&5; CL)

V' Xo

Ordre de grandeur de ['épaisseur : 6(x)~

1
d'odl ~ = <<1
Ho U %o ‘.‘ Rexa

ac Rexo! nb de Re local

Echelles du probléme :
5(:{) 1

L ReL

,0n note 8(L)=5, on a s<<L

u \"4
— (1) or L>>8 donc —<<— (2)
Lz 52

Traduct® de la conservat® de la masse en ordre de grandeur :

r*IC.‘
°"<Z

d d
(1) et (2) permettent d'estimer les ordres de grandeurs relatifs des termes des équations de NS, on aboutit a : d—(P)»d—(P) ainsi qu'aux
X ¥

équations de Prandit :

d d 2

o b okt Lo L)
d

v L) 2

d d

E(u)+d—y(\rj=0

u(x,O]-

u(x,+WJ=U

1
NE : loin de la plaque on a: P=Pw(x)et un comportement de fluide parfait, Bernoulli donne alors : Pw(x)+—- p U(x)2=cte
2

koo =P+ ula) (ufs)) =0



Toin au corps et tant que [ecoulement est laminaire .
ecoulement de type fluide parfait

4 la surface du corps solide : vitesse nulle (viscosire')
2 modéles ds le méme éclt, raccord ds la couche limite

Ds la couche limite : effets combineés de la viscosite
et du transport convectif de qte de mvt = eq difficiles

@ résoudre sans approximations

U

Profil de vitesse

e LR

6()()




P. Coefficients aérodynamiques

1
Force de portance . Fp=5-p-Cy-S-V2

1
Force de trainée : Ft=—'p'Cx'S'V2
2

Pour une sphére dans un écoulement avec vitesse loin de la sphére = U.

24
la force de trainée est 6mNRU. soit Cx=R—
e



10. Ecoulement de Couette entre plans // en mvt relatif selon x en cartésien :

Ecoulement induit par un mouvement relatif incompressible, stationnaire, laminaire, visqueux.

~ [Valxy) av, VA
= 0 div(V)= 3 =0 donc V= 0
) 4
0 0

- » ——s —
Navier Stokes : 0=pf-gradp+pAV
. 2V,
ol[o]|.2||n—W
2o |-pal" oy || ¥
ofj| o ap 0
T 0

L m-

pression hydrostatique

={p(y)=93'y
V,(y)=4 y+5B

V;(°)=0 Ve
: {v,(h)-v, Vb=

L]
i
P

: m™ Ap Q.

» on intégre sur la surface pour obtenir le débit:Q,_= (VZ(r)-r)drdedz --—TRéy =" -

S 8u L S
1A

Vo= 2 Vym-——2R2
4u L

» force de frottement = int sur la paroi de o,

(]
|
|
[

v, v, W,
F=| p|—+—2|ds-
y ax h
Sia
Fe WV,
'[:0' = —




Fcoulem ent de Poiseuille selon x en cartésien :

oV
Ecoulement induit par un gradient de pression, incompressible, stationnaire, laminaire, visqueux, pesanteur négligée. div(V)=—‘=0

ax
A
donc /= 0
0
Navier Stokes : 6=-gradp+|.|AV
'_ap.
x| 1 T
0 | o M > y
=2ol=[-—=1I* ay
of | ¥ 0
. 0
L az.
Ap
ap azvl ) p(x)-TX+p0
P —lyrai L 2p<0
> a2 V,{y}-—y2+ay+B
2u L

(on pourrait retrouver ce résultat avec un PFS)
» Sil'origine est en bas : ATTENTION plusieurs cas

v,(0)=0 1 Ap

cl: {V,(h)-o =V,(y)=2—pTy'(y-h)

» Sil'origine est au centre

M
Vs -_)=0 18 h\2
S R R -——P(yz-(—) )
TR

» onintégre sur la surface pour obtenir le débit :
ATTENTION aux bornes

B 3 2

1 Ap h7d Q. 1 Ap &

Q.= (V,(y)-r)dydz = ———p—vm L R
S 2uL 6 S 2uL 6

» force de frottement = int sur la paroi de o,_

v, v,

+

ay ox

Ap-d'L
2

ds =

Fe= (=3

St

{on pourrait retrouver ce résultat avec un PFS)

T=0, A ne dépend pas de p



Poiseuille dans un tube cylindrique de rayon R :
Ecoulement induit par un gradient de pression, incompressible, stationnaire, laminaire, visqueux, pesanteur négligée.

| 0 av
V=[ axisymétrique+div(V)=——=0=V _[r]
oz
V_(re.z)
op |
o ar 0
= o _l@ + 0 )
r o8 199V,
0 H——r—
’ _op rary ar
a._'_ e
ap Ap
— =constant =»p(z)=—-z+p, avec Ap<0
L
190V, A 14
— 2P v m=-— 2R PeacineeB
rory or 4u L
1 Ap
CL: V_(R)=0etV_(Q)#» = V,(N==——(R*-P)
4p L
o ) . I-d m™mAp_4., Q. 1 4Ap >
» onintégre sur la surface pour obtenir le débit:0Q = (Vx(r)-r)drdedz = -———R"V, = —=-——R“ et
8u L &) 8 L
S
1A
Vo= 2 Vy=-— LR
4u L

b force de frottement = int sur la paroi de g,

v av, N
F,= M| —+—| dS = R Ap
ar oz
St
F; 1A
T=0, = ———pR ne dépend pas de n

“2mRL 2L

» coefficient de perte de charge linéique A

Ap
L PV,D 64 o
A=——— et Re= = J=— (A parfois note )
2 H Re
_pvm

64 , _—
on retrouve ».=—— pour un ecoulement laminaire et)=f

Re Re

1
—) pour un tube lisse



