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Chapitre 1

Cinématique des fluides

1.1 Description du mouvement d’un fluide

Hypothese de continuité

1.1.1 Description Lagrangienne

Dans cette description on suit une particule de fluide au cours de son mouvement, en spécifiant sa position r) = OMO
a un instant référence donné ty. La vitesse du fluide est alors caractérisée par le vecteur ‘7(7”'6, t) qui est fonction des deux
variables 7 et t. Le point de vue Lagrangien correspond & des mesures faites avec des instruments qui suivent le fluide dans
son mouvement, tels que des ballons-sondes dans ’atmosphere ou des particules marquées.
Il est assez aisé de noter que cette approche ne permet pas de connaitre un écoulement dans sa globalité car cela nécessite
de suivre chaque particule fluide, c’est-a-dire une infinité de degrés de liberté. C’est pourquoi dans la plupart des analyses,
I’approche utilisée est 'approche eulérienne qui elle consiste a s’intéresser aux champs de vitesse, température, densité ...

1.1.2 Description Eulérienne

L’ensemble des vitesses ¢ des particules de fluide de position 7 = OM & Vinstant ¢ définit un champ de vecteurs (7, t).
Dans la description eulérienne du mouvement d’un fluide, on s’intéresse a la vitesse (7, t) d’une particule de fluide qui coincide
a l'instant t avec le point fixe M de vecteur position 77; a chaque instant, on regarde donc les vitesses de particules différentes.
A un instant ultérieur ¢, la vitesse au méme point 7 sera devenue (7, t"). Ce point de vue est celui d’un observateur au repos
par rapport au référentiel dans lequel est mesurée la vitesse ¢ et correspond bien aux études expérimentales réalisées avec des
sondes fixes par rapport au mouvement du fluide. La description eulérienne présente cependant I'inconvénient d’introduire
des termes non-linéaires dans I’expression de ’accélération, comme nous le verrons au paragraphe suivant.

1.1.3 Accélération d’une particule de fluide

L’accélération d’une particule de fluide dans un écoulement instationnaire est donnée par (démonstration en cours) :

dv o0v ., -
vy E—&—(v.grad)v (1.1)

On peut écrire ’équivalent de cette équation pour exprimer la variation d’autres grandeurs que la vitesse le long de la
trajectoire d’une particule de fluide : par exemple, en exprimant la variation de la température T'(,t) de la particule ou de
sa concentration C'(7,t) en une espeéce chimique. Ainsi la variation de température d’une particule le long de sa trajectoire
vérifie :

dT  oT -

— = — + (v.grad)T 1.2

= O+ (Tarad) (12)
ou 0T/ 0t est la dérivée temporelle de la température du fluide en un point fixe donné. Le second terme traduit la variation
de T due a I’écoulement du fluide dans la direction du gradient de température.

1.1.4 Lignes et tubes de courant, trajectoires

Les lignes de courant sont les lignes du champ de vecteurs ¥(7,t); elles sont définies comme étant les tangentes en
chaque point au vecteur vitesse ¥(z,y, z,t9) & un instant donné to. Un tube de courant est 'ensemble des lignes de courant
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6 CHAPITRE 1. CINEMATIQUE DES FLUIDES

s’appuyant sur un contour fermé. Mathématiquement, ces lignes sont définies par ’ensemble des points M (z,y, z) tels qu'un
déplacement dM (dz,dy, dz) le long de la ligne soit colinéaire au vecteur vitesse ¥'; ceci peut s’exprimer par :

i " dr dy dz

dM AT=0| soit: —=-—2==—

Ve Vy, Vi

On obtient I’équation des lignes de courant par intégration de ces deux équations différentielles.

Les lignes de courant peuvent étre visualisées en faisant une photo en légere pose d’un ensemble de particules : la direction
des segments obtenus donne celle du vecteur vitesse ; leur longueur est proportionnelle au module de la vitesse.

La trajectoire d’une particule de fluide est définie comme le chemin suivi par cette particule au cours du temps, c’est-a-dire
I’ensemble des positions successives de cette particule au cours de son mouvement. On les obtient mathématiquement par
intégration temporelle du champ de vitesse lagrangien V (7, t), c’est-a-dire le systeme d’équations :

dz
dt

dr - d d
LoV, t)| soit s S =Vo(ipit), <L =V, (5.1,

i i at = V2 (1%, 1)

On peut les visualiser en photographiant en pose prolongée le déplacement d’un traceur émis pendant un temps tres court
en un point du fluide (colorant, bulle, particules diffusant la lumiere ...).
Dans le cas d’un écoulement stationnaire (9v/9t = 0), les lignes de courant et les trajectoires coincident.

Ligne d’émission

1.2 Déformations dans les écoulements

Pour caractériser un matériau, le mécanicien mesurerait la déformation en fonction de la contrainte appliquée au maté-
riau. Il définira un solide a partir de sa réponse élastique : la déformation croit linéairement avec la contrainte appliquée.
La déformation reste en général petite jusqu’a la rupture du solide. En revanche, dans un fluide la déformation peut étre
arbitrairement grande sans qu’il y ait une perte de cohésion. Pour un fluide visqueux, c’est la vitesse de déformation qui est
proportionnelle & la contrainte appliquée. Notion d’échelle de temps, exemple du glacier.

Le terme "taux” signifiera dans la suite la variation de la quantité considérée par unité de temps.
Définition accroissement de vitesse.

Les quantités G;; = (0v;/0x;) sont les éléments d'un tenseur de rang deux, le tenseur des taux de déformation (ou des
gradients de vitesse) du fluide. Il se décompose en une partie symétrique et une partie antisymétrique sous la forme :

. 8'Ui _1 8'Ui 8Uj 1 81)2' . 8’[1]'
G” a 637]‘ n 2 (63?] + 8.131) + 2 <8$] 6$l> (13)
o 1 61},» + 8Uj
“ij = 2 \0x; O

o 1 (')vi _ a’Uj
Y=\ 0n; 0

Gij = ez—j —+ wl-j (14)

En posant

et

ei; traduit la dilatation ou variation de volume (termes diagonaux) et la vitesse des déformations angulaires (termes non
diagonaux).
La partie antisymétrique w;; traduit une rotation globale de la particule fluide sans variation de forme ou de volume :

0 —Q3 Qo . 0
Wwij = Qg 0 —Ql ou = Qg = 51‘81] 7
—Q 0 Q3

[ustrations des différentes déformations

Prenons le cas d’un cisaillement simple (ou écoulement de Couette plan) ; celui-ci résulte de la composition d’une déformation
et d’une rotation (cf. figure (1.1)). La vitesse n’a de composante non nulle que suivant ’axe Oz et ne varie que dans la direction
perpendiculaire y. Ce type de champ de vitesse est obtenu en mettant en mouvement relatif parallelement a leur plan deux
plaques paralleles entres lesquelles est placé un fluide visqueux.



1.3. CONSERVATION DE LA MASSE DANS UN FLUIDE EN ECOULEMENT 7
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FIGURE 1.1 — La déformation d’un élément de volume dans un écoulement de cisaillement simple peut étre décomposée en
la superposition d’une élongation sans rotation et d’une rotation.

1.3 Conservation de la masse dans un fluide en écoulement

1.3.1 Equation de continuité

Remarque préliminaire : Théoreme de Reynolds : Soit un ensemble de particules fluides que l'on suit dans leur mouvement
et qui occupe un volume D; & l'instant ¢. Soit aussi une propriété physique représentée en variable d’Euler par F(Z,t). La
variation de la somme de cette valeur physique sur le volume D; au cours du temps vaut :

i U reos) = [l G "5) =

Démonstration du theoreme de Reynolds

Nous considérons un volume V quelconque, fixe par rapport au référentiel utilisé pour décrire I’écoulement du fluide, et limité
par une surface fermée S. A chaque instant, du fluide entre et sort de ce volume; la variation de la masse totale m qu’il
contient est égale et opposée au flux sortant a travers la surface. Nous avons donc d’apres le théoreme de Reynolds :

[ oav =[] (2% o) av =0

Cette équation est vérifiée quel que soit le volume V; en faisant tendre la taille de ce dernier vers 0, on obtient I’équation de
continuité :

% +divpt =0 (1.5)

En notant que :
div(p?) = p divd + (U.grad)p

On peut écrire I’équation de continuité sous la forme :
0 -
<3§ + (ﬁ.grad)p> +pdivi =0

L’équation de continuité s’écrit donc de maniere équivalente :

(jlt + pdivi =0 (1.6)

1.3.2 Condition d’incompressibilité d’un fluide

Pour un fluide incompressible, c’est-a-dire tel que la masse volumique de chaque élément reste constante au cours du
mouvement (dp/dt = 0), 'équation de conservation de la masse prend la forme simple suivante :

Les conditions dans lesquelles un fluide peut étre considéré comme incompressible peuvent se réduire dans la plupart des cas
a 'inégalité :
U<xc
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ou U représente I’échelle de vitesse caractéristique de 1’écoulement et c¢ est la célérité des ondes de pression dans le fluide
considéré (ondes acoustiques par exemple). On peut écrire cette condition sous une forme adimensionnelle en utilisant le
nombre de Mach M =U/c :

M<<1

Cette condition n’est manifestement pas vérifiée dans 1’étude de la dynamique des gaz & grande vitesse (aéronautique, ondes
de choc) : négliger la compressibilité d’un fluide revient en effet & supposer que la vitesse des ondes sonores est infinie.

1.4 Ecoulement plan : fonction de courant

La fonction de courant permet de ramener ’étude du champ vectoriel de vitesse d’un fluide incompressible & un champ
scalaire. Un écoulement plan est un écoulement dont le champ de vitesse est, a tout instant, parallele a un méme plan, et qui
ne varie pas perpendiculairement au plan. On a donc :

si dive/ = 0, il existe un potentiel vecteur ff, tel que div ratA':O; dans le cas d’un écoulement bidimensionnel sur le plan
(z,y), le vecteur A n’a qu’'une seule composante sur z.
En notant ¢ = A, et en considérant :

o Ovy  Ovy
dlvv—Oéaeray—O
avec : o0 o0
rotyzZ = a—ym - 6—xy
Soit : 5 (o 5 (9u
divrot '(/JZ = % (ay) — aiy (ax)
Par analogie :
Uy = @ et v, = —8—1/}
Ty Y oz

1 s’appelle la fonction de courant car elle permet un calcul simple des lignes de courant. En effet, on obtient aussitot
dyp = 0.

Les lignes ¢ (x,y,t) = C(t) sont les lignes de courant

Si de plus rot 7 = 0, la seule composante du rotationnel est celle perpendiculaire au plan, et s’écrit :

Ovy  Ouy
W3 = —F5— — 5

T Oy ox

Ce qui implique :
AN
ox2 oy

Autrement dit, ¥ est une fonction harmonique car elle vérifie I’équation Ay = 0.

0



Chapitre 2

Dynamique des fluides visqueux

2.1 Forces de surface
Contraintes dans un fluide

Considérons un élément de surface d’aire dS dans un fluide. On analyse la force exercée par la fraction de fluide située
d’un coté de I'élément sur celle située de 'autre coté : la contrainte est la valeur de la force qui s’exerce sur 'unité de surface.
Dans un fluide au repos, elle est normale aux éléments de surface et sa norme est indépendante de ’orientation de ceux-ci.
La contrainte étant isotrope, il suffit d’un seul nombre pour en caractériser la valeur en chaque point; c’est la pression
hydrostatique. Dans un fluide en mouvement, il apparait en outre des contraintes tangentes & I’élément de surface dS. Ces
contraintes refletent les forces de frottement entre couches de fluide glissant les unes par rapport aux autres, et sont dues a
la viscosité du fluide. La viscosité est en effet un coefficient de transport qui traduit le transfert de quantité de mouvement
des zones de plus grandes vitesses vers les zones de plus faibles vitesses.

Le tenseur o;; possede 9 coefficients, tenseur de rang 2 qui s’écrit comme une matrice trois sur trois ; I’élément o;; du tenseur
(i=1 & 3, j=1 a 3) représente la composante suivant i de la contrainte, ou force par unité de surface dont la normale est
orientée suivant j. Ainsi :

— 0yz est la composante suivant Oy de la force exercée sur une surface unité dont la normale est orientée suivant Ox ;
c’est une contrainte tangentielle ou de cisaillement.

— 042 est la composante suivant Oz de la force exercée sur une surface perpendiculaire a le méme direction Ox ; c’est une
contrainte normale.

Forces de pression et tenseur des contraintes de viscosité pour un fluide newtonien

On peut extraire du tenseur des contraintes la partie qui correspond aux contraintes de pression, qui sont les seules
présentes en ’absence de gradient de vitesse. Cette composante est purement diagonale (contraintes exclusivement normales)
et isotrope (les trois coefficients diagonaux ont la méme valeur) ; on décompose le tenseur sous la forme :

0ij = 0;; — pdi; | notation tensorielle : 7 = —pl + 0 (2.1)

ol p est la pression et J;; représente le tenseur de Kronecker (§;;=1 si ¢ = j, et 6;;=0 si i # j). Le signe négatif apparaissant
devant p traduit le fait que le fluide au repos est généralement en compression : la contrainte est donc de sens opposé au
vecteur 77 normal & la surface, qui pointe vers l'extérieur. Le terme o). est I’élément générique du tenseur des contraintes
de viscosité : c’est la partie de o;; liée a la déformation des éléments de fluide. Le tenseur agj est symétrique. Dans le cas
des fluides newtoniens et incompressibles on suppose que les composantes O’Z/-j du tenseur des contraintes de viscosité, qui
est lui-méme symétrique, dépendent linéairement des composantes e;; de la partie symétrique du tenseur des gradients de
vitesse. On montre que ce tenseur s’écrit :

[l

notation tensorielle : o' = 20

dv; O
I=2ue;; = ! J
0” pe J H (61‘] * 8%‘1)

Equations avec la viscosité de volume



10 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE DES FLUIDES VISQUEUX

2.2 Equation du mouvement d’un fluide

2.2.1 Equation de la dynamique d’un fluide dans le cas général

Nous appliquons la relation fondamentale de la dynamique a un volume de fluide V en écrivant 1’égalité entre la variation
temporelle de sa quantité de mouvement et ’ensemble des forces (de volume et de surface) exercées sur V. Le volume V est
constitué d’éléments matériels dont il suit le déplacement :

i[///\}pﬁdT] ://Apfd7+/lg[5].ﬁd2 (2.2)

Dans cette relation, dr représente le volume d’un élément matériel de fluide et d¥ est un élément de la surface fermée S
limitant le volume V. Le tenseur [5] prend en compte I’ensemble des forces de surface (pression et viscosité) s’exercant sur
I’élément dX. La force par unité de masse f appliquée a 'unité de masse du fluide est, par exemple, la pesanteur ou la force
électrostatique sur un fluide chargé. En manipulant cette égalité on obtient :

//Apﬁdf=//[)pfd7+///vdiv[6]dT 23

En faisant tendre ce volume vers zéro et en divisant par 1’élément de volume, on obtient ’équation locale de mouvement
d’une particule de fluide :

v

Pat

Dans [5], séparons la partie correspondant aux forces de pression de celle qui se rapporte aux forces de viscosité (o;; =
oi; — pdij). On obtient :

= pf + div [5] (2.4)

L= .S 0(pdij) LT Op
- my, — MW/ = "y, —
(div [7]); = (div [0]); oz, (div [6'])s oz,
On obtient finalement :
p%: + p(5.grad)s = pf — gradp + div [0'] (2.5)

— Le premier terme du membre de gauche de cette équation représente 1'accélération d’une particule de fluide due a la
variation explicite de sa vitesse avec le temps dans un repere eulérien fixe;

— le second terme correspond a la variation de vitesse associée a ’exploration du champ de vitesse par la particule de
fluide au cours de son mouvement. Cette accélération sera présente méme dans un champ de vitesse stationnaire ;

— le terme p f du membre de droite regroupe l’ensemble des forces en volume appliquées au fluide.

— le second terme —grad p représente les forces de pression correspondant aux contraintes normales, qui existent méme
en Pabsence de mouvement (pression hydrostatique). Dans le cas d’un fluide immobile (¢ = 0), équation se réduit a :

pf —gradp =0

qui exprime le principe fondamental de I'hydrostatique ;

— enfin, le dernier terme div [0”] représente les forces de viscosité dues & la déformation des éléments de fluide. Tl contient
a la fois les contraintes tangentielles, et les contraintes normales qui peuvent intervenir au cours du mouvement d'un
fluide compressible ou élastique.

2.2.2 Equation de Navier-Stokes du mouvement d’un fluide newtonien

Equations avec la viscosité de volume

Pour un fluide newtonien et incompressible on obtient pour div [o'] :

el (92111‘

v

(div [O:lDz - Ox; - “axjaxj

Dans cette écriture les variations spatiales de p sont implicitement négligées. On obtient finalement :

div [0] = pAT (2.6)

On obtient [’équation de Navier-Stokes :

—

pa—: + p(T.g1ad)T = pf — gradp + pAT (2.7)
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[W]=ML~'T~! I'unité dans le systéme international est le Poiseuille, symbole Pl. On utilise usuellement le Poise, symbole
Po (1 Po=0,1 Pl). prequ= 1073 Pl et p14;,,=18. 1076 PL
Cette équation est souvent écrite de la maniere suivante :

dv >

1 -
a:f—;gradP—i—yAif

ot v est la viscosité cinématique, qui a les dimensions dun coefficient de diffusion [v]=L2T~!. Attention, la viscosité ciné-
matique n’a rien & voir avec la viscosité dynamique : c’est un artifice de calcule qui ne mesure en aucun cas la viscosité. Pour
bien s’en convaincre, il n’y a qu’a faire le rapport Veq,, et i et comparer avec le rapport entre jicq €t flair (Veanw=107°
m2s™! et 14;,=15.10"6 m?s71)

Forme adimensionnelle de ’équation de Navier-Stokes
L’équation de Navier-Stokes étant non linéaire, rares sont les cas ou l'on peut obtenir des solutions analytiques. Toutefois,

il est souvent possible de simplifier I’équation en faisant une analyse d’ordre de grandeur entre le terme non linéaire (¢ grzxd)ﬁ
et le terme de viscosité vAv. On définit alors le nombre de Reynolds comme :

_puL _UL
=2

Re

On peut distinguer deux régimes d’écoulement :

e Pour Re < 1, ’écoulement est dit laminaire. La viscosité domine sur les termes non linéaires qui peut alors étre négligé,
c’est le régime dit de Stokes, I’équation devient linéaire.

e Pour Re > 1, ’écoulement est turbulent et non déterministe, ce cas ne sera pas traité en cours.

2.2.3 Equation d’Euler pour le mouvement d’un fluide parfait

Léquation d’Euler est I’équation de la quantité de mouvement pour un fluide parfait (pour lequel les effets de viscosité
sont négligeables) et incompressible. C’est donc simplement un cas particulier de 1’équation de Navier-Stokes, dans laquelle
nous posons p=0, pour obtenir :

—

ov

Po; + p(T.grad)7 = pf — gradp (2.8)

Cette équation est strictement valable pour les fluides parfaits, c’est-a-dire de viscosité nulle. C’est le cas de 'Helium
dont l'isotope 4 voit sa viscosité s’annuler completement lorsqu’il est refroidi a une température inférieure a 2,17 K. Cette
équation est également valable pour des écoulements a grands nombres de Reynolds, I’équation d’Euler peut étre appliquée
suffisamment loin des parois, mais seulement si I’écoulement en volume n’est pas turbulent. L’existence et les caractéristiques
des zones ot 'équation d’Euler ne s’applique pas (couche limite prés d’une paroi solide, sillage derriere un obstacle) seront
discutées ultérieurement.

2.3 Conditions aux limites dans les écoulements fluides

2.3.1 En fluide visqueux

Fluide / paroi : Fluide / fluide :
u P U, P
T’
\% r r

FI1GURE 2.1 — Conditions aux limites pour un fluide visqueux.

A la surface d’un corps solide La non-pénétration du fluide dans le solide impose I’égalité des composantes de vitesse
perpendiculaires a la surface de sépération, pour le fluide et pour le solide :

Usolide- TV = VUfluide-T
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Les contraintes de viscosité interdisent le glissement du fluide par rapport a la surface solide. Les composantes tangentielles
des vitesses du fluide et du solide doivent donc étre égales, ce qui conduit a la relation :

17solide = 'Ufluide (29)

Entre deux fluides Il faut également exprimer une condition sur la continuité des contraintes (forces par unité de surface)
a la surface de séparation entre les deux fluides. On doit en effet avoir équilibre entre les contraintes a 'intérieur de chacun
des deux liquides et les contraintes localisées sur la surface.

— Equilibre des contraintes tangentielles a l'interface :

v v a0 ot
e (;;J + 5';1- nj = p? ;7;] + 8;% nj =0 pour interface liquide/gaz

— Equilibre des contraintes normales a l'interface :
pMn; =pPn,

Ce qui se résume en notation vectorielle :

Uy = Uz
{ (M. 1) = (M, i1y) sur I' (2.10)
ou T(M, i) = 5.7
2.3.2 En fluide parfait
Fluide / paroi : Fluide / fluide :
n E Py Uy, p1
Py Uy 05
r r

FIGURE 2.2 — Conditions aux limites pour un fluide parfait

A la surface d’un corps solide De méme que pour les fluides réels, la non-pénétration du fluide dans le solide impose
I’égalité des composantes de vitesse perpendiculaires a la surface de séparation, pour le fluide et pour le solide :

Usolide-ﬁ = Vfluide-T (211)

Pour un fluide parfait (viscosité nulle) aucune condition n’est & imposer sur la composante tangentielle de la vitesse; cela
implique que le glissement du fluide parallelement & la paroi solide est possible.
Entre deux fluides La viscosité étant nulle, seul I’équilibre des contraintes normales a 'interface est & prendre en compte :

pMn; = p@n, (2.12)

On obtient alors :

P1 =DpP2

{ul.n - sur I' (2.13)

2.4 Quelques exemples d’écoulements paralleles de fluides visqueux newto-
niens

cf. TD



Chapitre 3

Equations de bilan

3.1 Equation de bilan de masse

Cette équation a déja été établie au premier chapitre. Elle s’écrit du point de vue eulérien :

dp . o Op  Opyuy;
o + div (p?) = ot " om, 0 (3.1)

Nous utilisons la convention d’Einstein en effectuant une somme implicite sur les indices apparaissant deux fois dans des
facteurs différents d’'un méme terme. Cette équation exprime 1’équilibre entre la variation de densité volumique dp/9dt d’une
part, la divergence du courant de masse pt/ d’autre part.

3.2 Bilan de quantité de mouvement

3.2.1 Expression locale

La quantité de mouvement par unité de volume de fluide est égale a pv'; calculons la dérivée temporelle de sa ieme
composante :

a(pv; 9] Jv;

(pvs) _ 00 O

ot ot ot

En utilisant les équations obtenues au chapitre précédent, et en combinant avec la conservation de la masse (9p/0t =

—0(pv;)/0z;)

(3.2)

9 T e [ (e
ot (pvi) = { Vi O0x;j i K Ox; Ox;j + (dw o ])1 ol
avec :
= 80'1 . 621}‘
’ _ ij _ i . .
(le [o ])Z = o, (— L 9,0, pour un fluide newtomen)
on obtient :

0
Q(Pvz‘) = (pvivj + pdis — ai;) + pf; (3.3)

Zj

Cette équation générale est valable pour tous les fluides, newtoniens ou non, incompressibles ou non. Nous y trouvons un
terme O(pv;)/0t de variation de densité volumique de quantité de mouvement, la divergence d’un flux (pvivj + pdi; — Ugj) et
un terme de source pf;. Pour dégager plus précisément la signification physique de ces différents termes, nous allons donner
une expression globale de I’équation, en I'intégrant sur un volume macroscopique de fluide.

3.2.2 Forme globale

En intégrant 1’équation ci-dessus sur un volume V fixe dans l'espace (les particules de fluide peuvent donc traverser la

frontiere qui le limite) :
/// Opvi) gy _ —/// 9 (pvsv; + poij — oly) dV+/// pf; AV (3.4)
Y ot v 8xj v

13




14 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE BILAN

Cette équation s’écrit dans le cas d’'un fluide newtonien incompressible, avec la normale 77 orientée vers 'extérieur du volume

V, ot le volume d’intégration V est fixe (on prend le théoréme Reynolds avec une vitesse du volume nulle) :

i(///vpﬁdv> // (@ +pﬁ—5’.ﬁ) dS+///vpde

(3.5)

1. La premiere intégrale du second membre représente la contribution a la variation de quantité de mouvement du flux de

celle-ci a travers la surface S.

— pvvj, le transport de la composante pv; dans la direction 4 de la quantité de mouvement par les particules en

déplacement dans la direction j;
- péw, le transport de quantité de mouvement associé aux forces de pression ;

'LJ’

le transport de quantité de mouvement associé aux forces de frottement visqueux.

L’intégrale — [, spii dS est la résultante des forces de pression exercées normalement & la surface S. L’intégrale

f f 5071 dS est égale a la composante tangentielle de la force de frottement visqueux exercées sur la surface S.

2. La seconde intégrale du second membre représente la production de quantité de mouvement par unité de temps dans

le volume considéré ; cet apport de quantité de mouvement est di au champ de forces extérieures f.

Par un choix judicieux du volume d’intégration, appelé volume de contréle (limité par exemple par les parois d’un canal dans
lequel s’écoule le fluide, ou par des surfaces confondues avec des tubes de courant, ou perpendiculaires & ceux-ci), on peut

déterminer la force exercée sur les parois de ce volume par le fluide en écoulement.

3.3 Bilan d’énergie - équation de Bernoulli

Equation bilan de I’énergie sous forme globale + démonstration

3.3.1 Relations de Bernoulli pour un fluide parfait

La relation de Bernoulli traduit le bllan d’énergie pour les fluides parfaits, incompressibles dans le cas ou les forces en

volume f dérivent d’'un potentiel U avec f = fgrad U.

Pour un écoulement stationnaire
Hypotheses :
— fluide incompressible,
— fluide parfait,
— forces extérieures a distance dues seulement & la pesanteur f = § (U = —gzé.),
— écoulement stationnaire,
Sous les hypotheses précédentes, nous avons I’équation du mouvement suivante :

1 - . - 1 -
igrad (#?) + (rot ¥) A T = —grad (gz) — —gradp
p

que 'on peut écrire :

- (v? p o
grad ?—i—gz—i—f = —(rot¥) AT
p

En introduisant la charge :
grad X = —(rot ) A ¥

et en intégrant le long d’une ligne de courant on obtient :
grad X.dZ =0 car ((rot%)A7).dZ=0

ou
dX =0

Nous en déduisons la premiere forme de [’équation de Bernoulli :

2

2

pvf + p + pgz = constante, le long d’une ligne de courant

(3.6)
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Pour des écoulements potentiels
Considérons & présent le cas ot I’écoulement du fluide est potentiel (le chapitre suivant traitera de ce type d’écoulements) ;
le champ de vitesse ¢ dérive alors d’un potentiel ¢ tel que :

7= grad ¢

On continue de supposer I’écoulement incompressible, et la présence de forces en volume dérivant d’un potentiel ; par contre
nous ne supposons plus le champ de vitesse stationnaire. L’équation de Bernoulli peut étre établie directement & partir de
I’équation d’Euler :

0 v?
p£ tog +tptpgz= ¢(t) fonction arbitraire du temps (3.7)
Pour un écoulement stationnaire, cette forme semble se ramener a la forme précédente. La différence capitale vient de ce que

la quantité (p% + p+ pgz) est constante dans tout le volume de I’écoulement.
On trouve cette formulation en partant de I’équation d’Euler et en écrivant :

L 0T - v? . or - P
I‘za—i—i—grad%—k(rotﬂ)/\@':ai;-i-grad%
o 9/ - . 3¢
5 = oy (e o) = gad iy

3.4 Pertes de charge

Soit un écoulement rotationnel permanent de fluide incompressible newtonien dans le champ de pesanteur. Dans ce cas,
f = —grad (gz) et I’équation de Navier-Stokes devient :

1 - . - 1 -
§grad (#?) + (rot ¥) AT = —grad (gz) — —grad p + VAT
p

En introduisant la charge qui vaut cette fois-ci :
grad X = vAT — (rot ) A T
et en intégrant le long d’une ligne de courant on obtient :
grad X.dZ = vAG.dZ car ((rot#) A7).dZ =0

ou
dX =vAv.dE

L’équation de Bernoulli X =cste n’est donc plus valable, pour un filet de fluide visqueux. d X correspond a la perte de charge,
c’est-a-dire a la perte d’énergie par unité de volume. Cette énergie est a la fois dissipée au sein du tube de courant et
transformée en chaleur et échangée avec les tubes de courant voisins a cause des forces de viscosité.

Equation de Bernoulli généralisée, fluide visqueux

On considere cette fois-ci un fluide visqueux incompressible en régime permanent, soumis a des efforts de pesanteur. Le
théoreme de Bernoulli sous sa forme généralisée s’écrit le long d’un écoulement en régime permanent :

1 1
3PVL+ PgZ1+ pL= 5P + pgza + P2 + G2 (3.8)

Le terme (75 est appelé perte de charge. Il est 1ié a la viscosité du fluide et aux accidents de forme pouvant exister dans des
canalisations. On distingue les pertes de charge régulicres (dues & I'énergie dissipée dans une conduite longue & cause de la
viscosité du fluide) et les pertes de charge singulieres (dues aux accidents de formes : rétrécissements, diaphragmes, coudes,
vannes ...).

1 L
pertes de charge régulieres (15 = 5{/}1)25

(3.9)
1
pertes de charge singulieres (12 = 5{ pv?
¢ est appelé coefficient de perte de charge et est généralement donné par des abaques dont les figures (3.1 et 3.2) sont des

exemples.
Démonstration équation de Navier-Stokes dans un repere tournant + éq. de Bernoulli correspondante
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FI1GURE 3.1 — Pertes de charges régulieres : Abaque de Moody.
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FIGURE 3.2 — Pertes de charges singulieres pour différents organes.



Chapitre 4

Statique des fluides dans le champ de
pesanteur

4.1 Equation fondamentale de la statique des fluides dans le champ de pe-
santeur

4.1.1 Fluide en équilibre

On suppose V Z, V t, 9(Z,t) = 0. L’équation de conservation de la masse implique immédiatement que la masse volumique
p ne dépend que de variables d’espace. Plus généralement, on se place a ’équilibre donc — = 0. Par ailleurs, la décomposition
0ij = —pdij + ogj se réduit a o;; = —pd;;. En effet, lorsqu’un fluide est en équilibre dans le champ de pesanteur, '’expérience
prouve que 'on a T'(M,N) = a(M)N avec a(M) < 0. On pose a(M) = —p(M). Or, T(M,N) = 0;;(M).N;. On a donc la
loi de comportement a I’équilibre :
03 (M) = —p(M)d;;

—

N

dS
p(M).dS
Il n’y a plus de contraintes tangentielles, seules les contraintes normales interviennent. Nous rappelons que les contraintes

tangentielles sont liées au cisaillement pour un fluide visqueux.

4.1.2 Equation de la statique dans le champ de pesanteur

C’est le cas particulier de I’équation d’Euler pour laquelle ¥(Z,t) = 0:

pg = gradp (4.1)
Projetons cette relation. Si on prend €, selon la verticale ascendante ', on obtient :

w_w_,

or Oy

op
qui s’écrit encore :

dp

= = 4.2

£ = P2 (4.2)

On a donc une seule équation pour deux inconnues p et p; il nous faut une relation supplémentaire.

1. c’est-a-dire § = —gé’. Il faut toujours préciser le repere choisi car le résultat de la projection en dépend.

17



18 CHAPITRE 4. STATIQUE DES FLUIDES DANS LE CHAMP DE PESANTEUR

4.2 Cas particulier ou p peut étre supposé constant sur la hauteur du do-
maine

L’intégration de ’équation précédente ne pose aucune difficulté. Si on choisit p(h) = pg comme condition aux limites (cas
a la surface libre d’un liquide), et comme les contraintes sont continues & la traversée de la surface libre, on obtient la formule
de Pascal :

’P(Z) = po + pog(h — 2) ‘ (4.3)

4.3 Théoreme d’Archimede

Enoncé
Soit un fluide en équilibre et un solide que ’on plonge dans ce fluide. La résultante des forces de pression exercées par le
fluide sur le solide est un glisseur 2 opposé au poids du fluide déplacé.

ﬁ+ﬁarchi:6:>m§_vpogzo

ou V est le volume occupé par le solide (volume immergé), et py est la masse volumique du fluide dans lequel le solide est
immergé.
Demonstration : On remplace le solide par du fluide (par la pensée). La distribution des forces de pression ne change

H(M).dS_ n
) p(M).dS_

FLUIDE

-

mg

pas (les forces de pression ne dépendent que de la surface) or le fluide est en équilibre donc la somme des forces extérieures
appliquées est nulle.

2. Le terme glisseur signifie que, dans le torseur (une résultante et un moment) global des actions, le moment est nul : il n’y a pas de couple
associé



Chapitre 5

Analyse dimensionnelle

L’analyse dimensionnelle fournit des informations sur des phénomenes physiques a partir des considérations d’homogénéité.
Ce type d’analyse conduit a une solution partielle de la plupart des problémes, mais elle ne permet pas la détermination de so-
lutions complétes et ne donne pas une explication des mécanismes physiques mis en jeu. On peut cependant obtenir des estima-
tions a priori des termes qui composent les équations de bilan, dégager les termes dominants et déduire des équations simplifiées
représentatives des mécanismes prépondérants. Tres généralement, ’analyse dimensionnelle d’un probleme permet la réduction du

nombre des variables de ce probléme. Aprés avoir déterminé les variables indépendantes du probleme, on peut former un sys-
téeme complet de produits sans dimensions dont le nombre est inférieur a celui des variables initiales.

Un autre champ d’application de ’analyse dimensionnelle est celui des problemes de similitude entre un modele (une maquette
a échelle réduite) et un prototype. L’analyse dimensionnelle définit dans ce cas les conditions de similitude dans lesquelles les
mesures effectuées a échelle réduite sont représentatives du systéeme en vraie grandeur. Dans ce type de probléme, on isole des
lois d’échelles telle que ces lois soient applicables quelle que soit I’échelle considérée (approche tres utilisée en turbulence).

5.1 Rappels sur les dimensions et systemes d’unités

Deux parametres sont nécessaires pour définir une quantité physique :

— sa dimension : longueur, temps, vitesse, énergie, etc...; celle-ci s’exprime en fonction d’un certain nombre de dimensions
de base. Traditionnellement, notre perception du monde réel lui attribue trois dimensions de base : la masse M, la
longueur L et le temps T (en fait, une quatriéme intervient en électromagnétisme, l'intensité du courant I). Toute
quantité dimensionnée est du type [Q] = M™L!T?. Par exemple, la dimension d'une vitesse est [v] = LT ™!, celle d'une
énergie est [E] = ML2T~2, etc.

— sa mesure : simple valeur numérique, définie par comparaison de la quantité avec un étalon de méme dimension choisi
comme unité. Ce choix est purement conventionnel et arbitraire. Plusieurs systémes d’unités peuvent étre construits
sur les mémes dimensions de base. Par exemple pour (M, L, T) :

— le Systeme International (SI) : <M> = kilogramme, <L> = metre, <T> = seconde;
— le systeme CGS : <M> = gramme, <L> = centimetre, <T> = seconde.

Une mesure n’est pas définie hors du systéme dunités dans lequel elle a été obtenue. Soit I'accélération : a = 100 m s~ 2=
10 xg. Sa mesure est 100 ou 10, selon qu’on a adopté le SI ou un systeme dans lequel g est I'unité d’accélération. Seules, les
quantités sans dimension — en particulier un rapport de quantités de méme dimension — ont la méme mesure dans tous les
systémes d’unités. Par exemple a/g = 10 dans les deux systemes ci-dessus.

Ajout ou retrait de dimensions

5.2 Ordres de grandeur/Estimations

L’estimation a priori de 'ordre de grandeur des termes des équations de bilan donne souvent des renseignements utiles.
Ce type d’estimation permet :

1. de négliger les termes peu importants et donc de simplifier le probleme a étudier,
2. d’obtenir des informations sur la solution avant d’avoir résolu le probleme.

Nous allons introduire les techniques d’estimation a travers un exemple, puis nous déduirons des termes estimés quelques
nombres sans dimensions importants. On considére ’écoulement autour d’un corps solide (Fig. 5.1). On considére les grandeurs
typiques suivantes :
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20 CHAPITRE 5. ANALYSE DIMENSIONNELLE

1. échelle : [, diametre de 1'obstacle (diamétre d’une conduite dans le cas de 1’écoulement dans une conduite). Attention,
il est parfois nécessaire de définir plusieurs échelles caractéristiques (cas de I’écoulement cisaillé que 1'on décrit & laide
d’une échelle transverse ¢ et d’une échelle longitudinale 1) ;

2. vitesse : U, vitesse a l'infini;
3. masse volumique : p;
4. viscosité : u

5. temps : fo = 1/to, si lécoulement est instationnaire

Considérons a présent ’équation de Navier-Stokes :

v
P ot

(1) (2) (3) (4) (5)

+ plograd)d = pg - gradp + pAT

L’estimation des termes qui interviennent dans cette équation peut étre effectuée de la maniere suivante (attention, elles sont
toutes par unité de volume!!) :

ov

(1) Quantité d’accélération instationnaire ‘pa ~ p% = pfoU
- U?
(2) Quantité d’accélération convective (forces d’inertie) |p(U.grad)v] ~ T
(3) Forces de pression, forme adaptée au cas compressible | gr?id pl~ =
. . . 2 P —Do
forme adaptée au cas incompressible lgrad p| ~ ;
(4) Forces de pesanteur lpgl ~  pg
. . U
(5)  Forces visqueuses |pAT] ~ O

FI1GURE 5.1 — Un écoulement typique.

On peut ensuite comparer ces estimations entre elles et obtenir des nombres sans dimensions qui permettront, en fonction
de leur valeur, de ne prendre en compte que les effets dominants. Voici ci-apres un petit catalogue de nombres sans dimension
que 'on peut rencontrer dans des problemes typiques :
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flets vi
Nombre d’Ekman E, = v Llsque.u).(’ écoulement en rotation a vitesse angulaire (2
QL2 force de Coriolis
2 f e .
Nombre de Froude F, = U— orces d'inertic
gl forces de pesanteur
U it du fluid
Nombre de Mach M= = yiesse cu e
c vitesse du son
HL flux de chaleur avec convection
Nombre de Nusselt N, = H est le flux de chal
ombre de usse T RAT flux de chaleur diffusif o0 o de chaient
UL t t tif
Nombre de Péclet P.= — ranspor CO?VeC,l , D est la diffusion moléculaire
D transport diffusif
ATL? d’Archimed
Nombre de Rayleigh R, = ary orees FAme e, a est le coefficient d’expansion thermique
VK force de Stokes
Ul fi s d’inerti
Nombre de Reynolds R, = — orees - mertie
v forces visqueuses

Nous avons considéré dans cet exemple un cas simple ol par exemple une seule échelle caractéristique apparait. Si en
revanche on considere un écoulement dans un canal de hauteur b, de largeur w, et de longueur [, les échelles adimensionnées
deviennent alors :

r = -, yl:g7 Z/:E7
l w b
L’ordre de grandeur des 3 termes du Laplacien deviennent alors :
0? 1 0% 0? 1 92 0? 1 02

0r2 2920 Oy w?oy? 022 b2 92
Les termes 0%/0x"? sont tous du méme ordre de grandeur. Si on consideére que le canal est tel que [ > w > b, alors :

1

Par conséquent, seules les variations selon l'axe z seront significatives. L’équation pourra donc étre simplifiée en ne considérant
que les variations selon la verticale.

5.3 Forme adimensionnelle de I’équation de Navier-Stokes

Le but de I'analyse dimensionnelle est de dégager les termes prépondérants dans I’équation de Navier-Stokes.
L’équation de Navier-Stokes s’écrit dans un champ de pesanteur :

ov ., -, L 1 - .
— + (V.grad)v = § — —gradp + N
ot P P
Nous allons écrire ’équation de Navier-Stokes a 1’aide de combinaisons sans dimension (que nous noterons par des primes) des
différentes quantités qui y interviennent. Soient L et U les échelles respectives de taille (diametre d’une conduite, diametre
d’un obstacle...) et de vitesse (vitesse moyenne dans un conduite) de I’écoulement ; on a :
- 7 - U t —
=L = == o= P — Do

L U TP T 107

Nous avons introduit dans p’ la valeur py que prend la pression en l'absence d’écoulement (pression hydrostatique). T
représente dans ce cas un temps (ou de maniére équivalente une fréquence) caractéristique, comme par exemple la fréquence
d’émission de tourbillons en aval d’un obstacle. L’équation de Navier-Stokes devient :

U\ ov 1 S oo 1 - 1 W, -
— )=+ (Ux = xU) (@W.grad)v = —gZ — | — x U? d'p + (= xU | =AY
(T)at’+( X % )(v grad’)v gz (LX )gra p+(L2>< )p v

apres division des deux membres par U?/L :

Lo o - .- Lg, - N
ﬁ% + (v’.grad’)v’ = _ﬁz - grad/p, + MAI’U’
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ou encore :

Si on

1o o o~ o1 .1
i or + (v'.grad’)v’ = ~F2i T grad’ p’ + EA v’

St = UT/L est le nombre de Strouhal. Il représente le rapport des termes d’instationnarité et convectifs. Dans le fil qui
chante ou dans la harpe éolienne du roi David, un fil tendu dans un écoulement d’air entre en résonance avec 1’émission
périodique de tourbillons, dans ce cas St ~ 1.

Fr = U/\/gL est le nombre de Froude associé & I’écoulement. Ce nombre représente le rapport de la vitesse de
lécoulement U & la vitesse locale des ondes de surface v/gL. Tout le monde a pu observer I’apparition d’un bourrelet
d’eau de forme circulaire au fond d’un évier dans lequel coule ’eau d’un robinet. Ce bourrelet est appelé ressaut. Le
nombre de Froude passe d’une valeur supérieure a I'unité preés du centre, & une valeur inférieure a la périphérie. Ce
phénomene est analogue a I'onde de choc qui se forme pres d’un avion supersonique et qui correspond au passage de
la vitesse de l'air d’une valeur supérieure a une valeur inférieure a celle du son. Enfin, une vague déferlante représente
une version mobile de ce phénomene.

Re = (pUL/u) = (UL/v) est le nombre de Reynolds associé & ’écoulement. Ce nombre représente le rapport des termes
non linéaires (v.grad)v aux termes de viscosité vA7.

prend comme temps caractéristique T'= L/U, et dans le cas ol les forces volumiques sont négligeables (ou écoulement

en eau profonde), on obtient I’équation adimensionnelle suivante :

871?’ + (v.grad’)v' = —grad’ p’ + LA“J;
o ’ Re

On peut distinguer deux régimes d’écoulement :

e Pour Re < 1, ’écoulement est dit laminaire. La viscosité domine sur les termes non linéaires qui peut alors étre négligé,
c’est le régime dit de Stokes, I’équation devient linéaire.

e Pour Re > 1, I’écoulement est turbulent et non déterministe.

5.4

Théoreme Il et applications

(nommé également théoréme de Vaschy-Buckingham)

Théoréme : Toute loi physique s’écrit sous la forme : f(aq,...,a,) =0, out les (a;);=1,, sont n grandeurs caractéristiques
du systeme qui font intervenir k dimensions indépendantes. On démontre que l'on peut écrire cette loi sous la forme :

g(m, ..

Tn—k) =0, ot les (7;)i=1,n—t sont des grandeurs sans dimensions.

Pour avoir un sens, toute loi physique doit pouvoir s’écrire en fonction de variables adimensionnées. Pour s’en convaincre,
penser a ce qui se passe quand on change de systéeme d’unités.
Remarque : Les a; (grandeurs caractéristiques) peuvent étre :

des constantes fondamentales (constante de Planck, vitesse de la lumiere, .. .)
des constantes caractéristiques du probléme considéré (masse de la pomme, résistance du crane d’Isaac Newton, ...).
des variables (position z, temps t, ...)

On doit trouver résumés dans les a; tous les phénomenes physiques et parametres pertinents du probleme considéré.
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Annexe A

Hydrostatique : Cas ou ’on prend en
compte les variations de p, application a 3
modeles simples d’atmosphere

On considere 'atmospheére comme un gaz parfait. On a ’équation d’état des gaz parfaits que 'on peut écrire :

Mp
- Al
P=or (A1)
oll M est la masse molaire (M=28,8.1073 kg.mol™!) et R la constante des gaz parfaits (R= 8,314 J.K~t.mol™1).
Atmosphere isotherme
Compte tenu de (4.2), on obtient :
Mgz
P=Dpo€exp | — RT
Atmosphere a gradient thermique constant
Ona:
T=Ty—rz (k~6Kkm ) (A.2)
En utilisant (4.2) et (A.1), on obtient :
Mp . Mp
dp RT gdz soit, avec (A.2) dp nRng
et donc : o
T\ *ft
P =Po (T0>
Atmosphere adiabatique
On a ’équation de Laplace :
P _%
i cste avec = - (A.3)

En prenant la différentielle logarithmique de (A.3) et de (A.1) successivement :

dp d
dp_ dp
p p

Apres élimination de p on obtient :



26ANNEXE A. HYDROSTATIQUE : CAS OU L’ON PREND EN COMPTE LES VARIATIONS DE p, APPLICATION A 3 MODE

En utilisant (4.2) et (A.1), on trouve :

dp My
— =——=dz
P RT
L’élimination de p entre ces deux expressions donne :
M
ar=-—2_29q,
vy—1 R
N . . , vy Mg _, . , , _
On a donc une atmosphere a gradient thermique constant £’ = 1R L’application numérique donne £’ ~ 10K.km™",
v —

ce qui correspond a l'idée courante (un degré pour 100m).
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28 ANNEXE B. OPERATEURS DIFFERENTIELS/RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES/SYNTHESE SUJETS

Coordonnées cartésiennes

- ou_ oU_ 0U
v s o A
divAev. Ao 04 04

or Ay * 0z
— . o o 0A, 04, 0A, O0A,\
rotA-V/\A-(ay 62) +<(‘3z_8x>uy
02U n o*U n 02U
oxr? = 0y? 022

AA =V2A = (AA,)i, + (AA)iT, + (AA),

. 04, 04,
dr Oy

AU =V?U =

Coordonnées cylindriques

ou_, 1oU_, 0oU

gradU = EUT + ; %’Mf) + ?uz
.- 10 1 049 O0A,
divA =5 A+ 250 + 5,

194, 0A)\ . (94, A\ . (10 104,

o0 az)“”L(az_ar)“"+<rar(“49)_r ae))“z
oU\ 18U U

(Tar> Tz T

_1
T
o A, 2 0A A 2 0A,\ .
AAz(AAr——‘“)m+<AA9—§+ )ue+<AAz)uz
T

r2 00

— ouU 10U 1 oU

gradU = Eu,ﬂ—;%ueﬂ—m%uw

divA:%%(ﬁ ) 7“511 9889(bm9149) rsilnﬁag:;

ot A = ﬁ (;(smm ) — %’3’) i, +% (Sulle %’:‘; - ;”A@)) iiy +% (aar(”A") _ 8£> i,
8= L 50+ g 3 (0% ) * s 07

= - T a5 A - HT.
Al <AAT r2 Ar— r2sin 6 90 5 5 040) — r2sing Oy > "

w(an, - Ap +38AT_ 2cos0 0A, )u
7 26in20 12 00 r2sin’6 Oy o
A 2  0A 2cosl 0Ay
AA, — d s 7
+< r251n29+r251n0 Op +7'23in20 890)




Coordonnées cartésiennes

Si b est un vecteur (bg, by, b,)

Si b est une matrice : divb =

Coordonnées cylindriques

A Tordre supérieur

by Oby by

or Oy Oz

| ob, b, b,
gradb = or 0Oy 0z
ob, 0b, 0b,

Jr Oy Oz

8xj

Obyy  Obay  Oby.
¥

or + dy 0z

- by
divb = 0by +

Obyy , Oby:

Or y 0z

Ob., Ob., Ob..

Si b est un vecteur (b, bg,b,) :

Si b est une matrice :

—

ob,. 1 8bT_b
or r \ 00 o

Obg 1 [0Oby

radb = e iy

& or r < 00 * br)
ob,, 1 ob,
or r 00

0 D e . :
——e¢, (sommation implicite sur I'indice j pour chaque %) ; soit :

Ob,
0z

on
0z

ob,
0z

Obyrr  10brg  Oby. by —D,
4 1% n 66

or r 00 0z

r

. T 3b9r 1 (9[)99 8b9z brg
divd = Z v
a or + r 00 0z 2 r

ar r 00 0z r
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30ANNEXE B. OPERATEURS DIFFERENTIELS/RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES/SYNTHESE SUJETS

Relations utiles

Relations intégrales

ﬁ A- cﬁ = / / / div AdV Formule de Green-Ostrogradski
5(V) 1%
]{ A ﬁ = // rot A cﬁ Formule de Stokes

c S(C)

[, v = [l i

?{ U d_>€ =— / / gradU A cﬁ Formule de Kelvin
c s(C)

ﬁﬁ mﬁz_/// ot Adv
S(V) A%

ﬁs(v) (U grad W — W grad U) - 48 — ///V(UAW CWAU)AV

/// A gra Udvzﬁﬁ U/Y-ﬁ—/// U div AdvV

\% S(V) |4

///é.r’o%fi’dvzﬁf (A’Aé)-cﬁJr// A rot Bdv
1% S(V) v

// Umz.ﬁ:j{m.%// (AN grad ) - 48
5(C) c (o)

Relations usuelles

div grad U = AU

div rot A = 0

7ot grad U = 0

ro tot 4 = grad div A — A4

grad (UW) = U grad W + W grad U

div(UA) = UdivA+ A- gradU
BE(UA):g dUNA+Urot A

A — BdivA+ (B- grad)

ot B+ BA rotA+(



TEQ r&s/d}’ﬂ

OPERA

—

)

. s
PR EEEAF: S
A = + —+
w < fqp . 79 e
To 4 A% m/ maw 'y 1
@D Ty + P o m.m nm %Wﬁk v
TR T N A A
LR T g w HRTg T °
rq ro ! o "l o+ Wﬁu% * %w
% A 0 ﬂ& - ﬁw %% nw_r 0
5 ~Q . P = qw M < + ~ u
38 . % E 38 & y MB “
N ﬂa_ ﬂol_r w& —_ - amr J;.+ 3+
1§ & ig ol . o '

r S—
< T * 4L e

< ] % C I +

‘‘‘‘‘ | A SN qa o M;I‘i
V\ T {3 mn‘ f$ —e —\ N =

/ cl& TRl T$

kbe It " (! N B )

= @V. ﬁum& DM M,T% Yo

5

¥ DAy ,D’f!
Lo

oo

r

DA + 1 A

or






( OPERATEURS [$PHERIQUE 7 @

N Y > =
T wZa b (&2, e8ef )
@ - s io e =SB e+ nub U
—\\/, i Q-g: (B_‘QLJ) = -vm@fJ‘-c_c)SL?
] e
’ k . eI - e
A'Y | A bé o LOiL€ “ mu(eé;
. '_(; \"/’76() 6:.(? -_-%%e:—mw.{)fﬂrc@s\ps
\ >~ " —
_ A = ﬂ,(q{&,xf;}& + Ae (4l9,\€3e¢s +HY(Q|@,Y)&P
~ —
Ve 2, eo 9 ey 2
N v r Q6 v B ’3({
— -
A

24
L[ s U - B i 4 e 1)
=1 [foa_r)ﬂé + Ac Eé%re__g%ﬁg - Aeei’+e1}’%?j éﬁé

- () () e

I_v_\,:r;me %kf (r@«el”wt Hweéé’-r:%\fq?)

:(lm LQQ%QAY gp+£(§%%+ﬂe%€g+é¥%%f+ﬁv}%ﬁ

®

- : ~
- D PNV D& = 2 W Oy M
PR 3% [ B +3ud & %[@8 4 SubeapPran vy 1)

= -~ %0 S;}\«\(;,Z’) 4 %‘\\a@tox(lo é? = MM@E’;}?

— =5 =5
e = l vk W = —_— C My
’ax(; ‘2"([ Y\ ﬂ,aseu] %‘%i Y\M@ki-(,ob@CosLPL -I-cm@‘mu\%]
= - o0 KUy L 4 @ty = (onO ey
LT TG00y L 4 B ceny | f
(BEEQ el §



do @

da= L [98 & 4 AduO&d + Yo 6o’ + Ao (oD &y
Hwn B '_bke 'B\f)
r DA Q’,F‘r\euﬂ_
~ - — - ~—r T ~—n —
VH:@/L..L:-}Q@..LQ—}&(.Ig
= QfAc 4+ 1 QA9 1 A . Br 1+ As | AV |
’&r+f’be+r‘+r+ 9+‘?kpr>—me

>r r Ok’
l‘ =2 (mh@%}:ig_ﬂs_‘_ﬂlﬁ-'__
rTHne OB r 6 o Yeu S
— —_ -— - =
VA A :g_gv_t+Leﬁ iI_Jrg?EA'L;
By 3—2 i-;
-——’>
Jy = (_()_ﬂ:@_d(? _ DAY eo
orr >
—
T2 = - L DBc e v+ 1 U e
: A A T
> -
Ko = 1 Q p~ _ 28s o 4 (=)
> ryiud ’bg( o ’)Le‘QA t 4 A J
ep A (D) = = o0 e~ suBeo
[ - © c¥n 0 ¢ +_FL£ hal



35

Ijres[)-sdn druupeisoouea ‘GT¢ neainq ‘¢ JUsmWIjRy ‘O[(OULISOOURA [IPN[

(z),g op eanud dun
10 (), op aaryrwurad SUN 8IL109 P JIYNS I
ouo( ‘(x)%A worynjos dUN AYDIAYD UQ "G N

"3M]052.4 SULIOJ SNOS

991109 () 9P 9IqUIaUI PUO0IDS 9 189 ()Y NO
@)y = (2)%() 4 + (2) (@) v
‘0= (2)ehi(x) g + (2) Ui(z), v

: OWIRYSAS o SIPNOSAI © JneAmbo 100 e

‘0 = (z)¢hi(x),g + (z)Ui(x),y 9jureijuoo e
boxe (2)chi(2)g + (2) (2)y = (x)
: ouLI0j e Snos 4 1YDIOYD

"§2JUDISU0D TNIP SIP
U0UDIIDA D] 2P 2POYIPWL ¢ [eIJUIS seD

(z)g onb 9180p swew op swQuifod () doaw

202 (2) 0% = (2) A
{(DAH) op °[qnop ouIRI © IS 0

w0?(2)OT = (2)f
{(DH) op orduurs ouIORI © IS ©

Hde&vmu = AHV L

{(DH) op oumel sed 3s9.u © Is o
1 9JUBAINS OULIO] ®] SNOS Ui I10U0ITD @

') no 3 S © 10 swQuiod un 9se (T)J no
202(T)J OULIOJ e[ 9P SIqUISWI PUOIIS

J3A® SJUER)SUOD SIUSIDIJS0D g uoryenbyy

(z)g onb 9130p owgmt op swQuAilod (x)¢H doae

(z),37 op eanTwId SUN SILIY,P JPNS 202(T)HT = ()9
[t ouo(q *(x) % worynios UM SYDILYD UQ "G N (v =) (DY) op PUIdRI © IS 0

*(x),3] YULIIqO U0 <= [nu sInofnoy 3so ()37 202(T)) = (x) %
ap Inojoe] U ouLd) of ‘(§) suep juejoslur uo e (v #0) (DH) op oumel sed 19U © Is o

{(x)0fi(x) 37 = ()9h
: ouLIO} [ SNOS Ui I19Y0IAD e

: 9)URAINS SULIO] B[ SNOS ¥ I9YPIOY @

') no 3y S © 10 swguhod un 9se (x)J no
202(T)J OULIOJ e[ 9p SIqUISWI PUOIAS
uorjenby

"29UDISU0D D] 2P
U0UDILDA D] 2P 2POYIPUWL : [RIJUIS seD)

J9AEB SJUBISUOD SJHUSIIPS0D B

() op aermoIyred uorinjos dun 950 ()4 no 9o () P SUOIIN[OS Sop J[quIasus,| ajussaidar (z) Hfi no
“(x)afi + (x)HA = (x)fi 950 9p suorInos sop AQ S[qUIASUD, [ ‘Oruhgop 1S9 no J a[reaidjur sanbeyo in
) °op SALI P “S °lq J erugop d) no [ o1 ! o Ing

() ,7 op eanyTmuLId SUN SILIY,P

smd ‘enusjqo woryenby | op (T),z uornjos
Bun 211129, p J1ns 1 duo(J *((x) 1A doae
a1q1) (x)%fi wormos SUN BY2IBYD UQ “F N

"0IPNOSYI ® T 9IPIOp UoIjenby oun,p
uornjos 9se (T),z <= [nu sio(noy 9se ()z ap
Inejoej U suLIey o ‘() suep juelds(ur uo e

{(z)ThA(x)z = (T)Th aur10] [ SNOS

(H) op uoIIN{os 9puOoddS SUTN ISYDIDYD @

(" 9IQIIUO OLIPS OP OULIO] SNOS

SYDIOYDAI ‘9OUOUD, [ OP UOTYRIIPUI ‘UOIINIUT)

(H) op uornjos aagrurord aun ()i 10ANOI) @

: [eaoual se)

(zb)uts 4o = ()% ‘(xh)s0d 40 = (T)1A

1 HQ op oseg
“(DH) op seonSn(uoo sexadwod seurder bz F d
oane ‘((xb)uts g + (zh)s00 V) zq2 = (T)HA 10>V

Tx04? = AHvNQ »&cswmﬁ = ARVHQ : :mv op oseyq
“(pH) op o1qnop surdeI 04
sne ‘,00(g+ay)=(x)HA 0=V

Tzt = Aﬁvmm 1@ = A&V " i Hg op aseq
((DE) op so[duuls So[[o9l SoUIdRT T 7 L
0NE ‘52 + o1V = (¥)HA Q<Y

0=q+w+z  (OH)
: anbnsugloeres uoryenby [ arpnosor e

A3 qvno o= (x)fiq+ (z)fiv+ (z),fi
! SJURJSUOD SJHUSIDJo0d ' uoiyenby

WMDY MO Cpp_2) = (z)HA
N=0D4+4

! SUOIIN[OS SOP O[qUIdSUS]
: anbrjstigjoeIed uoryenbyy

A D v oese ‘9= (z)iv+ ()
*SJUBISUOD SHUSIONO0D € uolpenbe oun p sernornred se) ‘onbreway

j 9n]0s9.4 ULIO] sSnos uolyenby [ e1yjew ‘Hfi queuuop smuiioj e[ lenbidde p jueae uouay
‘((z)y—)dxe = (z)0f : Hg op oseqg

M D ¥ nQ 19 (x)p op eanyruutid dun 389 () no  ‘((x)y—)dxeyy = (z)HA
: 989 (H) op suolnjos sop HQ o[quiosus, T

‘0= (z)fi(z) + (x),fi : [erguel se)

A D gy no (v)ehig + (x) 1y = (z)HA
:g UOTSUSWIIP 9P [9110309A doedse aun 1 () ap suornos sap HG sjquesus, T

A D 3 o (x)0fiyy = (x)HA
:T UOISUSWIP op [9110709A doedse aun 3se (H) op suolmjos sap HQ sjquiesus, T

g @JapJao,p uoryenby

T @apao,p uorjenby

. e 99100sse duddowoy uoryenbo 211109 ‘oudSowoy sed 3so,u s
H) © o9t R q uor 21 (H L9 2 q a(d) s (€

{ON[0S9I SULIOJ SNOS SNOS JsTWI 9139 Jnad 10 druyep uslq 9so () s[enbsay s so[rearsgur sof 1eswaid (g

{(;, uou No suUoWOY ; UOU NO SJURISUOD SJUSIDYJP0D ® j ¢ ‘T IPI0 ; aIregur]) (F) op dINJeu ©f ouruieidp (I : 9nquna.d

‘g 19 T 9IpJIo,p Saaregul] s9[[oIIULI9LIP suoljenbg sep UOIIN[OS9d 9P SOPOYIPUW SI] NS 9SYYJUAS

d0d 21



36ANNEXE B. OPERATEURS DIFFERENTIELS/RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES/SYNTHESE SUJETS

Synthese des sujets d’agreg

Année | Sujets abordés

94 Fluide visqueux -> Navier-Stokes repére sphérique, vitesse par séparation de
variables, trainée d’'une sphere => calculatoire

95 Potentiel des vitesses, calcul formel de lignes de courant, superposition de
potentiels=> solutions type spirale logarithmique

99 Fluide visqueux repere cylindrique, pertes de charge régulieres en écoulement
laminaire et turbulent.

2000 Analyse dimensionnelle, théoreme Vaschy-Buckingam, solution, fluide parfait
instationnaire, potentiel des vitesses, solution par séparation de variables, force
de trainée

2002 Vérin : somme d'un écoulement Poiseuille et de Couette, pertes de charge
régulieres et singuliéres, Bernoulli instationnaire (non traité en cours), calcul de
puissance

2003 Manipulation d’opérateurs, calcul vitesse par séparation de variables, calcul de

force de pression et de viscosité

2004 Vérin, combinaison Poiseuille/Couette, force visqueuse, pertes de charge
linéaires et singulieres (Bernoulli généralisé)

2006 Couche limite => mise en équations, calcul de la portance, du Cx, du torseur.

2007 Poiseuille Plan fluide newtonien et NON newtonien, pertes
de charges dans les 2 cas.

2008 Potentiel des vitesses : Bernoulli instationnaire, conditions aux limites, calcul du
mouvement d’'une interface

2009 Fluide parfait, théoreme du moment dynamique, composition des vitesses,
Bernoulli a partir d’eq. d’Euler, rothalpie, pertes de charge

2010 Potentiel des vitesses, transformation conforme.




