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Introduction

Contexte

9 milliards d'hommes et de femmes vivront en 2050, dont 75% dans les villes.
Les grands enjeux du 21°™€ siécle seront :

Acces a la santé

Acces a

Robot Davinci

Accés a la

communication

Accés a l'eau et a

Accés aux transports

Hydrolienne

Projet Starlink

Projet Agricool

Projet Hyperloop

Nous consommons des densités énergétiques de plus en plus grandes :

(1) Tonne d'équivalent
pétrole :

1 tep de bois

1 tep de charbon

1 tep de pétrole

1 tep de fission
nucléaire

1 tep de fusion
nucléaire

1tep ~ 4,18 101

. .- --‘ °
¢ ) ;
A W

iz

!

-

3,1 tonnes

1, 4 tonnes

955 kg

24 mg

Nous consommons de plus en plus de puissance de calcul :

1945 — L’ENIAC, le premier

ordinateur

2018 — Summit, le superordinateur

d’'IBM

quantique de Google

2019 — Sycamore, processeur

67m2, 150kW,

9 216 processeurs et 27 648 cartes

53 qubits, 1cm?, réalise un
calcul en 3 min la oU un

(2) Un objet technique est

pouvant effectuer 5000
additions par seconde

graphiques
200 pétaFLOPS (200.10° flop/s)

superordinateur mettrait
10 000 ans

Les réponses a ces des défis ne sont pas uniquement politiques ou économiques... elles sont aussi

scientifiques et technologiques'®.

un objet fabriqué par
I’lhomme, contrairement a
un objet naturel.

Les sciences physiques : Génie
de la nature

Comprendre et maitriser
les phénomeénes qui nous entourent

Les sciences industrielles de
I'ingénieur : Génie de 'homme

- =
e

e

Comprendre et maitriser
nos réalisations

Avant d’étre capable de concevoir des systémes,
il faut commencer par étre capable de les étudier !

Sciences industrielles de I'ingénieur
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1.2

@ Le cceur artificiel est-
il viable ?
https://sciencesindustriell
es.com/coeur-artificiel-
est-il-viable

Le coeur artificiel CARMAT

L’entreprise frangaise Carmat est a la pointe de Iinnovation
mondiale en ayant implanté le premier cceur artificiel en 2013.
L'intervention a consisté a explanter la prothése Carmat que le patient
avait regue, puis a lui transplanter un greffon de cceur.

Carmat est le premier cceur artificiel capable d'imiter la
physiologie naturelle du cceur humain. Il est congu pour remplacer le cceur
chez les patients atteints d'insuffisance cardiaque en phase terminale, que
ce soit dans l'attente d'une greffe ou de facon définitive.

C’est Claude Wartelle, un ingénieur Arts et Métiers promotion
Lille 1964 (Concours Centrale-Supélec), qui est a I'origine du cceur bio- Claude Wartelle
artificiel Carmat inventé en collaboration avec le chirurgien Alain
Carpentier. La conception d’une prothése est délicate, il y a de fortes contraintes chimiques et de
performances a respecter. En effet, il faut tenir compte de I’hémo-compatibilité des composants, de
I’espace disponible dans la cage thoracique ou encore de I’activité du corps.

Ceeur artificiel CARMAT
Pour l'instant, 16 patients ont été greffé par I’équipe médicochirurgicale. Leur espérance de
vie est comprise entre 3 et 9 mois, mais chaque opération engendre des progrés significatifs de
conception par retour d’expérience.

Sang oxygéné

Sang envoyé par les poumons

aux poumons Sang renvoyé
Sang arrivant N Penek
des organes h) 4

Valves
= Ventricule

Ventricule Membrane

Membrane -

Un fluide ——— i

hydraulique presse
les membranes A
pour remplir puis

vider les ventricules

Des moto-pompes
permettent ou fluide
de circuler

Poids
900g

Schéma de la prothése

Pour mieux comprendre le fonctionnement du cceur prothétique Carmat, nous avons besoin
de le modéliser, c’est-a-dire, de représenter ce systeme grace aux nombreux outils scientifiques que
nous possédons (lois physiques, schémas cinématiques, ..). Il faudra ensuite le valider
expérimentalement.

La formation en Sciences Industrielles de ['Ingénieur (SIl) en CPGE a pour objectif
d’apprendre aux futurs éléves ingénieurs a aborder méthodiquement cette complexité. Pour cela, les
compétences suivantes seront développées au cours des 2 années de CPGE :
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Analyser les fonctions et la structure des systémes complexes pluri-

2.1

analyser . ,
v technologiques rencontrés.
- Proposer une représentation équationnelle d’un systéme en vue d’une
modéliser . .
simulation.
résoudre Réaliser une simulation manuelle (calculs) ou assistée par logiciel pour pouvoir

prévoir le comportement d’un systéme.

expérimenter . .
par simulation.

concevoir , R -
d’un systeme et la réaliser.

communiquer Traiter des informations et mettre en ceuvre une communication.

Décrire les fonctions et la structure d'un systeme en SysML

Systémes pluri-technologiques

Réaliser des mesures sur un systéeme réel pour valider le comportement anticipé

Proposer une évolution matérielle ou logicielle pour améliorer le comportement

globale.

Un systeme est une association structurée d’éléments (sous-systéemes ou
constituants) qui interagissent d'une maniére organisée pour accomplir une fonction

Un systeme est dit complexe et pluri-technologique

lorsque les éléments sont nombreux et les
interactions MEI (échanges de matiere, d'énergies

ou d'informations) de formes différentes.

Tout systeme s'insere dans un milieu environnant

Exemples : quelques systemes complexes
multiphysiques du laboratoire
Cordeuse de Direction Pilote . Pompe de
s . Hemomixer
raquette de assistée de automatique de Drone - centrale
. . médical L
Tennis voiture bateau nucléaire

2.2

Frontiere d’étude

La frontiere d’étude permet de définir le systéme étudié.

I’environnement extérieur.

Elle permet de distinguer ses constituants ou sous-systéemes internes de

Un systeme n’est jamais isolé de I'extérieur, mais au contraire il interagit avec lui. Il doit s’adapter

aux contraintes de son environnement.

Sciences industrielles de I'ingénieur
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2.3

(1) la démarche et les
objectifs proposés sont
donc indissociables
d’analyses et mesures
expérimentales réalisées
sur systémes réels.

2.4

(2) Grdce a internet, et en
particulier au « Cloud »,
tous les documents
peuvent maintenant étre
partagés en temps réel
avec tous les
collaborateurs.

(3) Airbus, Thales,
Alstom...

C’est un langage adapté
de I'UML utilisé en
ingénierie informatique.

(4) Méme s'ils sont de
domaines physique
différents.

Cycle de vie d’un systéme et démarche de l'ingénieur

Le cycle de vie recense les différentes étapes de la vie d’un systeme, de I'identification
du besoin a I'origine de sa conception jusqu’au recyclage de ses constituants lorsqu’il
n’est plus utilisé.

Il se compose de phases de vie, par exemple ; conception, fabrication, transport,
distribution, utilisation, maintenance, fin de vie...

Le cycle en V présente graphiquement ces étapes :

Définition du besoin Démarche ingénieur abordée

et étude de faisabilité en PCSI/PSI et MPSI/MP Systéme livré | Utilisation
A . WS eats . Pas 1 {
! rformanc Performances : ;
I
1 GHenches muurées\ 1 Maintenance
1 Ecart 3‘ t“”” Vali : Recyclage
: Sarormiioe : Destruction
|
I

Plocessus de

o o el
conception
Conception de

I'architecture ‘organique

/ /
A
R(»(vt';yuun

Fabrication - réutilisation -
achats
Processus de réalisation

Les outils de modélisation systeme

Le travail des différents acteurs intervenant lors des étapes du cycle
de vie d’un systéme est collaboratif® et souvent multi-sites.

Cela signifie que de nombreux acteurs, répartis sur plusieurs pays,
doivent en permanence étre informés et tenir compte des évolutions
initiées par d’autres.

Dans ce contexte, les entreprises utilisent des outils communs de
communication et de définition du produit :

Bureau d’études
Dassault Aviation

— un jumeau numérique unique et partagée ;
— langage unique et compréhensible par tous les métiers ;
— modeélisations du systéme basées sur cette maquette et ce langage.

Une des solutions vers laquelle se tournent certaines entreprises® est le langage SysML (Systems
Modeling Language), langage de description de 'ingénierie systéme.

Le langage SysML a I'avantage de proposer différents outils de description graphique
(diagrammes), permettant de modéliser le systeme dans les différentes phases du
cycle. Ces diagrammes interagissent entre eux™ grace a des logiciels dédiés, ce qui
permet de répercuter immédiatement toute modification a I'ensemble des acteurs
concernés par le projet.

Maquettes numériques et diagrammes sont complétés par des logiciels de simulation. Grace a ces
derniers, on peut anticiper la fagon dont va se comporter un systeme avant méme d’avoir réalisé un
premier prototype.

\Vi[eYe V simulation multi-physigue

VL Degraes I o—

Sewercrbagen o —
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En CPGE, concernant ces outils de I'ingénierie systeme :

— vous utiliserez des maquettes numériques dans un logiciel professionnel (SolidWorks) ;

1) Les di i - . . (. .
(1) Les diagrammes qui — vous utiliserez certains diagrammes™ du langage SysML permettant de décrire les fonctions

seront abordés dans ce

cours peuvent étre et la structure matérielle des systemes étudiés ;
utilisées pour concevoir ou — vous réaliserez des simulations numériques afin d'évaluer les performances de ces systemes.
améliorer un systéme.

2.5 SysML

Cependant, a notre , . N
niveau, nous les L’analyse fonctionnelle permet, pour un systéeme

utiliserons pour analyser ~ correctement isolé de son milieu extérieur a I'aide d’'une
un systéme déja existant.  frontiére d’étude, de décrire le besoin auquel il répond et de
définir les contraintes auxquelles il doit s’adapter.

Dans la démarche d’ingénierie systéme, c’est une étape
indispensable pour s’assurer que le systéme a concevoir
répondra le mieux possible aux besoins de ses futurs
utilisateurs.

Analyse du besoin
L'Analyse du Besoin est une méthode qui permet de caractériser le besoin exprimé, c'est a dire le
qualifier et le quantifier avec des grandeurs mesurables.

Afin de valider I'expression du besoin, il convient de se demander lorsqu'on étudie ou on congoit un
systeme :

Pourquoi le produit existe-il ?

A qui rend-il service ?

— Quel est son but ?

Qu'est ce qui pourrait faire évoluer le besoin ?
Qu'est-ce qui pourrait faire disparaitre le besoin ?

Exemple : évolution technologique de rupture du cceur artificiel

Plusieurs évolutions sont envisageables.
Actuellement, les pulsations de la prothése suivent
I'activité physique. Mais bientét des capteurs iront

%

cl?er;her lmﬂ’)rma.t:on dans Iets nerfs pour' qu’elle - Z @
réagisse aux émotions ressenties par le patient. 7K
Il est également possible de simplifier la AbioCor 2001 ‘ 2

conception avec le procédé d’impression 3D. Ce , ‘o‘f-‘/‘

qui diminuera légérement la masse de la prothése o

pour se rapprocher de celle d’un cceur naturel. Carmat 2013 , o
(2) Enquétes, sondages et Estimer le besoin des clients potentiels®® est > 2
Uil donc indispensable, mais complexe car le Ceeur imprimé en 3D ?

participent a cette i J i , , ) X
besoin est en évolution constante sous l'effet des changements économiques, sociaux et

définition. - ) .
environnementaux, et des innovations.
Besoin ressenti Besoin exprimé Besoin compris Systéme produit
par le client par le client par I'entreprise par I'entreprise
Une entreprise recherche I'adéquation entre le besoin du client et la maniére dont le systeme
produit y répond, c’est-a-dire les fonctions qu’il propose. Besoin et fonction réalisées doivent étre
formalisés.
(3) Définition de la norme Un besoin est une nécessité, un désir éprouvé par un utilisateur.®
NF X50 - 150

Caractériser le besoin, c’est le qualifier et le quantifier.
Cette formalisation permet d’estimer le taux de satisfaction attendu.
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(1) Ces acteurs peuvent
étre des humains ou non,
principaux ou
secondaires.

(2) Ces informations sont
inscrites directement a
l'intérieur des blocs du
diagramme des exigences
ou dans un tableau
associé.

(3) La beauté n'est pas
une grandeur car elle
n'est pas mesurable.
Cependant, on peut lui
associer des critéres, qui
eux, le sont.

On cherche a satisfaire
le besoin du client.

Fonction globale

h
besoin du client
INSATISFAIT

I besoin du client

SATISFAIT

réponse a un besoin NON
SOUHAITE par le client

de l'utilisateur.

La fonction globale d’un systéeme est la « raison d’étre » du systéme, du point de vue

Elle ne doit pas induire de solutions technologiques.

Diagramme de cas d’utilisation (uc)

Il permet de formaliser le besoin.

Le diagramme de cas d'utilisation (Use Case Diagram — uc —) est un diagramme
fonctionnel qui définit :
- les différents types d’utilisateurs, nommés acteurs®
- les fonctions attendues par ses acteurs.

Il permet d’avoir le point de vue utilisateur.

Il exprime uniquement les fonctionnalités visibles de I'extérieur.
Un acteur est ce qui est ce qui est en interaction avec le systéeme.

Exemple : Diagramme de cas d’utilisation du cceur artificiel

uc [Paquet] Coeur artificiel[ Diagramme de cas d'utilisation JJ

Systeme prothése Carmat

Reproduire le cycle

cardiaque naturel

Diagramme des exigences (req)

Une exigence exprime une fonction, une regle, une contrainte, ou une performance a
satisfaire par le systeme.

Le diagramme des exigences (Requirement Diagram — req —) est un diagramme
général qui regroupe hiérarchiquement ces exigences.

Une exigence est caractérisée par® :

— un niveau (valeur max/min chiffrée) ;

— un critére (grandeur® physique mesurable) ;

— une flexibilité (I’écart acceptable sur le niveau attendu).

Exemple : Diagramme des exigences du cceur artificiel

La conception d’une prothése est délicate, il y a de fortes contraintes chimiques et de performances a
respecter. En effet, il faut tenir compte de I’'hémo-compatibilité des composants, de I'espace disponible dans la
cage thoracique ou encore de I'activité du corps. On utilise le diagramme des exigences pour lister les exigences

attendues.
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req [Modéle] Coeur artificiel [ @ Diagramme des exigencesy
«requirement»
Systéme prothése Carmat
1d="1" aregquirements
B;ef;:z:e:;; Text = "Reproduire le cycle Gharge
f/@ cardiague naturel.” o— |ld=".7"
ld="1.1" Text = "Permettre au patient
Text = "Durée devie de 5 de courir, sauter ou monter
ans minimum, soit 220 un escalier avec une
millions de battements de charge de 50 2 80 kg."
ceeur.”
arequirements Srenuvements
Mouvement
Respecter les normes
PR 1d="1.6" _ )
Text = "Respecter les m&z:;‘:wd:'{: ézemrem
normes sur les implants aturel” i L
chirurgicaux.” naturel.
«requirements
«requirements Pulsation
«regquirements Intégration Id="1.6.1"
Encombrement ld="13" Text = “La pulsation doit
ld="13.1" Text = "S'intégrer dans la Etre variable.
Text = "La prothése doit étre cage thoracique." «requirements arequirements 60 Hz au repos. .
contenue dans ['espace Budget maximal Autonomie 110 Hz en activité.
limité de la cage ld="14" 1d="15" 7
thoracique.” Text = "Prix de vente Text = "Le systéme doit étre | refine
inférieur 2 180 000€" autonome et rechargeable.” .
«extendedReguirements
Y «Vrequirementn‘ or K — Asser:nssemenl
Matériaux compatibles 1d="1.6.1.1 ;
[d="132" refine , refine Text= 'Asseryl.f;s"ement en
Text = "Les surfaces en s \ pression et débit.
contact avec le sang sont L / \
hémocompatibles, «requirements
hydrophobe et Masse «extendedRequirements «extendedRequirement»
hémodynamique. 1d="133" Durée Masse
Les surfaces en contact Text = "La prothése doit se rapprocher 1d="15.1" 1d="15.2"
avec les tissus biologiques de la masse d'un coeur naturel. Text = "Le Patient Mobility Text = "Le Patient Mobility
sont hydroporeuses.” Masse de mwins de 900 ¢." Kit doit avoir une autonomie Kit doit étre inférieur a 3 kg."
de 10 h minimum."
Exemple : pour le coeur artificiel, on peut proposer le tableau partiel suivant :
Id. Exigence Critére Niveau Flexibilité
Respecter les normes sur les
1.2 . P . . Norme NF EN I1SO 14708 Respect total Aucune
implants chirurgicaux
La prothese doit se rapprocher de
1.3.3 P ! PP Masse 900 g max
la masse d’un cceur naturel
Le systéme doit étre autonome et ) )
1.5 4 Durée d’autonomie 10h 10 %
rechargeable.

Cahier des charges fonctionnel (CdCF)

Un diagramme des exigences doit étre établi
pour chacun des modes et chacune des phases

de vie du systeme.

| Stockage

| Maintenance

| Mode manuel

Mode automatique
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(1) Le CdCF stipule...

La loi dispose...

(2) Manuelles ou
assistées par ordinateur.

(3) Mesurées
expérimentalement en
TP.

(4) Par exemple :
eutrophisation de l'eau,
épuisement des
ressources naturelles,
production de déchets
dangereux, acidification
de I'air, destruction de la
couche d’ozone, I'effet de
serre...

(5) On ne s’interesse ici
qu’a la phase de vie de
fabrication, on pourrait
aussi étudier le transport,
la maintenance, le
recyclage...

(critere, niveau, flexibilité).

Un Cahier des Charges Fonctionnel™ (CdCF) est un document qui expose I'ensemble
des exigences qui doivent étre satisfaites par le systeme et leurs caractéristiques

En entreprise, le CACF sert de contrat entre le client et le fournisseur.

conception.

appels d’offres, les marchés négociés, la conception...

Du point de vue du client, chaque ligne permet un contréle de la prestation fournie, et
du point de vue du fournisseur, chaque ligne induit un niveau d'exigence a la

C'est un document clé de I'expertise industrielle utilisé pour les consultations, les

En CPGE, ce sont les données issues de ce CdCF qui vont nous permettre de quantifier les écarts

entre :

Performances attendues
d'un systeme

écarts écarts

Performances
simulées?

Performances réelles?®

écarts

Exigence de Design

Le design est une activité de création a vocation industrielle ou
commerciale, situés a la croisée de I'art, de la technique et de la
société.

Dans sa part artistique, il repose sur un travail sur les formes et
qui peut concerner des formes spatiales, volumiques, textiles,
graphiques, interactives.

Exigence d'écoconception

Le développement durable est un mode de développement qui répond
aux besoins des générations présentes sans compromettre la capacité

Fcologique
des générations futures de répondre aux leurs.
Vivable Viable
o . . Durable
L'Analyse de Cycle de Vie (norme I1SO 14040) est un outil qui permet de e 4
P . o o . N Social conomique
réduire les impacts environnementaux™ que va avoir le systéme lors de Equitmble

toutes les étapes de son cycle de vie, allant depuis I'extraction des
matieres premiéres jusqu’a son traitement en fin de vie.

Exemple : ACV — fabrication d’une éolienne!®

- Pour construire des éoliennes il faut des métaux (acier pour la structure, 16
tonnes de cuivre pour la raccorder au réseau électrique...) et des métaux
rares.

- Pour produire 1kg de cuivre, produit par exemple dans la plus grande mine du
monde au Chili, il faut: laver le minerai avec de 'eau, de I'électricité et des
routes commerciales.

- Ordans le désert d’Atacama, il n’y en a pas d’eau. Il faut donc construire des
pipelines pour pomper I'eau de I'océan et la dessaliniser.

- Cette centrale de dessalinisation doit étre alimenté en électricité.
- Cette électricité est produite par une centrale électrique qui tourne au charbon (40%).
- Ce charbon vient de Colombie et de nouvelle Zélande et est extrait avec de I’électricité.
- Cette électricité est produite avec le charbon.

Il n’y a pas d’énergie propre et d’énergie sale, il y a des ressources et des choix. Si on remplace une énergie par

une autre, on déplace des prélevements de ressources et des impacts environnementaux.
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2.6 Description structurelle en SysML

L’analyse structurelle permet de définir les constituants internes au systéme et comment ceux-ci
interagissent.

Diagramme de définition de blocs (bdd)

(1) Parfois le chiffre est Le diagramme de définition de blocs!? (bdd) est un diagramme structurel qui permet
0..* : Contrainte de de réaliser I'inventaire des constituants qui constituent le systéme en le décomposant

multiplicité. Le produit te . tit ts élé tai I d dant
peut contenir de 04 * ... en sous-systemes, puis en constituants elementaires par une analyse descendante.

Le bdd permet d’avoir un premier apergu, plus ou moins détaillé de la structure du systeme.

Exemple : Diagramme BDD du coeur artificiel

bdd [Block] Ceeur artificiel[ Diagramme de définition de bloc U

«blocks
Systéme ceeur artificiel Carmat

ablocks «blocks
«blocks Console de soins hospitaliers Kit de mobilité
Controleur

«blocks
Liaison téiéphonique} " Batteries lithium-ion
2

{Autonomie : 5—6 'h}‘
{Masse : 3 kg max}
{Puissance : entre 50 et 100 W}

ablocks |
Cable percutané

«blockx
Prothése

B Esas | «blockxn
| Partie commande

|Carte électronique
A L

wiocks | >
Structure
«blocks «blocks «blocks
Microprocesseur Logiciel de contréle Capteur 4
(Languégé :’C;-} , A
«blocks «blocks «blocks
Valve biologique Sac externe souple Cavité ventriculaire

[ «blocks LZ—. «blocks

Moteur électrique | Partie opérative

2 I 2
«blocks «blocks ablocks
Pompe volumeétrique Biomembrane Huile de silicone (Polydiméthylsiloxane)
{Type: a engr‘enage) (Périca’rde‘ de bﬁvin} {Propriété : non conductrice et chimiquement stable}
{Mouvement : Rotation alternative} {Polyuréthane}

Diagramme de blocs internes (ibd)

Le diagramme de blocs internes est un digramme structurel qui permet d'identifier les
échanges de matiére, d'énergie et d'information (MEI) entre les constituants.

- B ports modélisant les flux MEI (hors informations logiques) ;

1
— LI ports modélisant des services (informations logiques).

Avec ce type de diagramme, on peut, comme pour le diagramme de définition de blocs, faire le choix
de décrire la structure d’un systeme avec différents niveaux de raffinement.

Dans le cas d’un systeme complexe, on évite de concentrer toutes les informations sur un seul et
(2) Grdce aux logiciels A . . . T .
L méme diagramme de blocs internes ce qui le rendrait illisible. On construit alors autant de
dédiés au langage SysML, . S , . . L. .
I EEEER @nEie les diagrammes de définition de blocs que I'on souhaite avec des niveaux de précision et de raffinement

différents diagrammes différents®.
entre eux. Certains blocs
sont liés & d’autres Exemple : Diagramme IBD partiel du cceur artificiel
diagrammes qui viennent
détailler leurs contenus. ibd [Block] Chaine d'énergie du cceur artificiel[ Diagramme de blacs internes lJ T
ordres
Moteur a Réducteur Pom pe hydraulique _|
Hacheur courant continu alobes —ﬂ
| |
énergie énergie énergie énergie énergie
électrique électrique mécanique mécanique hydraulique
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3 Chaine fonctionnelle

3.1 Energie et puissance
L’énergie et la puissance sont deux notions qui, bien que liées, sont différentes.
Exemple

Pour déplacer la voiture de masse m sur une distance d, Plus la vitesse de déplacement de la voiture
il faut fournir une certaine quantité d’énergie E (ou un est grande, plus la puissance fournie
certain travail W). instantanément est grande, et plus vite la
Cette quantité d’énergie a fournir est la méme quelle Voiture sera déplacée.

que soit la vitesse de déplacement.

(1) La puissance d'un
moteur est sa capacité & Le travail ou I’énergie représente ce qu’il faut fournir globalement a un systéeme pour

convertir de I'énergie. I’'amener d’un état initial a un état final. Les moyens utilisés, le temps nécessaire ou la
maniére dont le chemin est parcouru entre ces deux états n’ont pas d’importance.

L’unité dans le systéme international est le joule (J).

1J=1N.m =1kg levé de 10cm, ou 100 g levé de 1 m.

1 kJ = énergie nécessaire a un enfant (30 kg) pour monter un étage (environ 3 m).
8,6 kJ = énergie stockée dans une pile LRO6 AA rechargeable (1,2 V 2 Ah).

50 kJ = énergie dégagée par la combustion d'un gramme d'essence.

1,7 MJ = énergie stockée dans une batterie de voiture courante (12 V 40 Ah).

1,8 GJ = énergie contenue dans un réservoir moyen (50 litres) d'essence.

La puissance caractérise le débit d’énergie fourni a chaque instant.

Elle ne dépend ni de I’état initial ni de I’état final du systeme, mais permet de décrire
les flux d’énergie entre ces deux états.

C’est donc une grandeur instantanée.
L’unité dans le systéme international est le watt (W) (1 W=1J.s%)
NB : dans le domaine automobile, 1 cheval = 736W

6 mW = puissance d'une diode électroluminescente témoin, rouge standard (1,8 V 20 mA).
100 W = puissance moyenne approximative utilisée par un corps humain au repos.

150 W = puissance de sortie d'un panneau solaire photovoltaique d'un métre carré en
plein soleil.

400 W = puissance typique d'un PC.
2 kW = puissance d'un radiateur électrique.
3 kW = puissance d'une machine a laver le linge.

40 kW (55 ch) a 225 kW (306 ch) = puissance de sortie approximative des automobiles
(750 ch pour une formule 1!)

500 kW = puissance nominale d'une éolienne avec un rotor de 40 m de diamétre, et un vent de 43 km/h (12 m/s).
9,1 MW = puissance de sortie mécanique d'un TGV duplex alimenté en 25 kV alternatif.

50 MW = puissance consommeée par les serveurs de Google.

117 MW = puissance totale (propulsion et besoins divers) du paquebot Queen Mary 2.

240 MW = puissance de I'usine marémotrice de la Rance en France.

1 GW = puissance électrique moyenne d'un réacteur nucléaire d'une centrale s
nucléaire moderne.

1,6 GW = puissance électrique d'un réacteur pressurisé européen (EPR).

101,6 GW = pic de consommation électrique enregistré en France le 8 février 2012 a
19h00.

136,3 GW = capacité totale installée d'EDF, premier producteur mondial, en 2010.
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(1) Couple : « effort
tournant »

(2) Hydraulique : liquide
(huile)

Pneumatique : gaz (air
comprimé)

3.2

On a alors : P(t)=e(t).f(t) ou P(t)=8(t).f (t)

La puissance, notée P une grandeur scalaire, est toujours le produit de deux grandeurs
variables, scalaires ou vectorielles, dépendant du temps.

L'une d’entre elle est appelée flux et notée f, I'autre est appelée effort et notée e.

Ces deux termes sont génériques. Le tableau suivant précise I'effort et le flux dans les domaines

usuels :
Puissance Grandeur effort e(t) Grandeur flux f(t)
électrique tension u(t) en V intensité i(t) en A
mécanique de translation force F(t)en N vitesse linéaire V(t) en m/s
mécanique de rotation couple® C(t) en N.m vitesse angulaire w(t) en rad/s
hydraulique ou pneumatique® pression Ap(t) en Pa débit volumique q,(t) enm3/s

La puissance est le produit des grandeurs effort et flux :

1W=1J/s=1V.A=1N.m/s =1Pa.m3/s

Puissance mécanique de rotation

Le couple C(t) désigne le modéle associé a un

effort tournant, en [Nm].

Par exemple, le couple du cycliste sur le vélo,
ou le couple de la perceuse sur la vis.

La vitesse angulaire est notée w(t) définit la
dérivée de la position angulaire 9(t).

entrainer.

surchauffer.

La puissance développée par un moteur est variable. Elle dépend de la charge qu’il doit

La puissance nominale indiquée sur sa fiche signalétique est la puissance maximale en
charge. C'est la puissance a laquelle le moteur peut tourner en permanence sans

Chaine de puissance

Unité d’alimentation

Fonction : alimenter en puissance la chaine de puissance aux

besoins de I'actionneur.

Puissance
entrante

Puissance
disponible

— 5| AuMENTER

-

Unité d'alimentation

Transformateur AC-DC Onduleur Unité de conditionnement
pneumatique
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NB : Pour passer d'un courant alternatif 230V 50Hz, a un courant 24V continu, on
utilise I'alimentation continu suivante :
tension
sinusoidale E
230V 50 Hz
tension
| continue 24V
transformateur o
(abaisse I'amplitude de la redresseur filtre
tension a 24V) (applique la fonction valeur (lisse le signal)
absolue au sinus)
Unité de stockage Puissance Puissance
. . . entrante disponible
Fonction : stocker la puissance en vue de rendre le systeme

autonome temporairement.

Unité de stockage

NJM@A

—_— STOCKER N

K—
~8 S
Batterie Réservoir pneumatique Ressorts
Commande (ordre) de
Pré-actionneur l I'unité de commande
Puissance Puissance
50 PO . . spe (1) , ez . ) Do
(1)5erl:xre;5/9imﬂe tout  Fonction : délivrer et/ou moduler'” sur ordre de l'unité de  gisponiple délivrée
ourien, on 'aisse commande, la puissance utile aux actionneurs. ———— MODULERET
passer la puissance ou —>
pas. DELIVRER
Moduler signifie que , .
Fon fait Vafie{ q Pre-actionneur
I'amplitude du signal.
Carte de puissance Contacteur Variateur Distributeur pneumatique
Certains pré-actionneurs tels que relais, contacteur, distributeur sont dits « tout ou
rien ». lIs jouent le role d’interrupteur et délivrent la puissance a I'actionneur.
Les autres pré-actionneurs tels que variateur (hacheur), carte de puissance laissent
passer seulement une partie de la puissance disponible. Ils modulent la puissance
délivrée.
Un hacheur délivre au moteur une tension en créneau dite "hachée" et appelée PWM
(Pulse Width Modulation) ou MLI (Modulation de Largeur d'Impulsion).
Le moteur, situé apres le hacheur, et qui a un temps de réponse beaucoup plus grand,
percoit alors cette tension hachée PWM comme une tension continue de valeur
moyenne.
+12V +12V +12V 150
\ | \ | | | -
4 B\ A — B A — B z
Lol a LA b
‘\M - L M \ M } 3 of
= - R A I
Ag B(.\ ,-‘m\ Ba| Ao Bo E
‘ | 100
GNG GNG GNG 150
PWM=0; A=X; B=X: PWM=1; A=1; B=0; PWM=i; A=0; B=i; ol 0.105 ol 0.115 0.12
Time (s)
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Actionneur Puissance Puissance
) délivrée convertie
(1) Dans le domaine de la Fonction : convertir® la puissance délivrée en puissance d'un  ———>| CONVERTR | o
mécanique, on utilise le , . .
B - autre type, souvent en mécanique de translation ou de
mot "convertir" lorsque i -
I'on change la nature de rotation. Actionneur

la puissance, par exemple
d’électrique vers
mécanique. On n’utilisera
pas le mot transformer
qui n’indique pas un
changement de nature,
comme par exemple dans
un transformateur
électrique.

@ Voir les animations
sur
https://sciencesindustriell
lossary/verin

es.com,

et sur
https://sciencesindustriell
es.com/glossary/pompe

On parle de vérin lorsque
la course de I‘actionneur
est limitée. On parle de
moteur lorsque la course
n’est pas limitée.

(2) Le terme mécanisme
est synonyme du terme
transmetteur.

@ Voir les animations
sur
https://sciencesindustriell
es.com/glossary/transme
tteur

(3) Adapter signifie que
I'on change les
caractéristiques de la
puissance, le mot
transmettre signifie que
la puissance mécanique
se propage.

Moteur a courant  Moteur asynchrone  Vérin pneumatique
continu

Vérin hydraulique

Pompe hydraulique

Entrefer

Collecteur

Stator

(aimants permanents) Eai
aisceaux

conducteurs

Charbons

Piston

Joint d’étanchéité
torique

Chambres haute
et basse pression

Orifices d’admission et de refoulement

Un moteur électrique convertit une puissance électrique en puissance mécanique de rotation.
Une pompe hydraulique convertit une puissance mécanique de rotation en puissance hydraulique.
Un vérin hydraulique convertit une puissance hydraulique en puissance mécanique de translation.
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Puissance Puissance

convertie ADAPTER et adaptée

Fonction : adapter et transmettre® la puissance convertie >| TRANSMETTRE >
par I'actionneur pour la rendre utilisable par I'effecteur.

Transmetteur®?

Transmetteur

Engrenage Poulie-courroie Vis-écrou Pignon-crémailléere Pignon-chaine

Matiere d'ceuvre
Effecteur Puissance | | entrante
Fonction : agir sur la matiére d’ceuvre afin de lui apporter ~2daptée

une valeur ajoutée pour la déplacer ou la transformer. > gelil

Effecteur Matiére d'ceuvre
sortante

Pince Tapis roulant Préhenseur Outil d'usinage Roue

3.3 Chaine d’information

Signal analogique, numérique, logique

Dans une chaine d’information, I'information traitée peut étre de trois types.

Type Forme du signal Exemple

Signal

analogique, le signal peut
prendre une infinité de

valeurs car il varie en
continue ;
Temps
0
Signal analogique —
numérique, le signal prend Signal numérique -

des valeurs discretes
transmises sous la forme
d’une combinaison de digits
(bits) ;

logique, le signal n’admet

que deux valeurs 1+
distinctes : tout ou rien (0
0

oul).
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(1) Dans la famille des Capteur(” Grandeur Image de la

capteurs, on distingue ; physique grandeur physique
s e o Fonction : acquérir une grandeur physique e,t en =——>| ACQUERIR |—m——>

délivrent un signal produire une image exploitable par [l'unité de

logique commande. Capteur

- les codeurs qui
délivrent un signal
numérique

- les capteurs qui
délivrent un signal
analogique

Lorsque c’est nécessaire, il faut associer un codeur
pour convertir le signal analogique, issue du capteur ou
de I'lHM, en signal numérique utilisable par l'unité de commande. C'est la fonction du bloc

« CODER ».

Détecteur
photoélectrique
(capteur de proximité
TOR)

Détecteur a eftet
Hall (capteur de
proximité TOR)

Potentiometre rotatif
(capteur de position

Potentiomeétre
linéaire (capteur de

Détecteur magnétique
ILS (capteur de
proximité TOR)

Codeur incrémental
(capteur de position

Accéléromeétre
(capteur
d’accélération)

Jauge de
déformation

Génératrice
tachymétrique
(capteur de vitesse)

Pressostat
(capteur de pression)

position linéaire) angulaire) angulaire) (capteur de force)
Interface homme - machine (IHM
( ) Consigne de Image de la
; Sri : ’ - |'utilisateur consigne
Fonction : acquérir la consigne d’un utilisateur en
une image exploitable par l'unité de commande. —>| ACQUERR [——>
Interface H/M

.«

A
S

Bouton poussoir

Potentiometre

Clavier joystick
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Unité de commande Données de/vers l'interface
de communication

Fonctions : traiter, a I'aide d’'un programme )

X ) L X > Images Données de
% Dans la chaine implanté en mémoire, les informations en consignes signalisation
d’information, les signaux ~ Provenance : —_ S
sont souvent sous forme — des capteurs ; TRAITER et

’
électrique. La tension ) —>| MEMORISER [|——>
vautde 3424 V. — et de l'interface H/M ;
’ fin de : Images grandeurs o, Commande (ordres)
aftin de: ; Unité de commande
physiques

— commander le pré-actionneur ;
— commander des signalisations a I'interface M/H.

NB : Ce constituant peut généralement commander plusieurs chaines de puissance simultanément.

Automate programmable Micro-controleur

Information
Donnée de destinée a
signalisation |'utilisateur

——>| RESTITUER |—>

Interface machine - homme (IMH)

Fonction : restituer des informations a I"utilisateur.

Interface M/H

Voyant Alarme sonore Ecran

Données d'un Données vers un
autre systéeme autre systéme

—>| COMMUNIQUER ——>

Interface de communication

Fonction : communiquer au systeme d’échanger des
informations avec d’autres systémes.

Données de/vers

Interface de communication R
|'unité de commande

=
8
e
85
3 3

|
Interface E/S bus Carte réseau Emetteur/récepteur Wifi - Bluetooth

La fonction COMMUNIQUER est devenue une fonction essentielle dans les systémes actuels.

Ils sont désormais tres souvent communicants, ce qui permet la prise de commande a distance, les
mises a jour automatiques, le diagnostic et la maintenance a distance.

Sciences industrielles de I'ingénieur Page 25 sur 182 22/07/2022



Cours

CPGE

3.4  Activité
Pour répondre aux exigences du cahier des charges un systeme réalise une ou
plusieurs activités de maniere successive ou simultanée.
Exemple :
Un ouvre portail a une seule activité : ouvrir/fermer le vantail.
Un robot aspirateur autonome a plusieurs activités : se déplacer ; aspirer ; brosser.
3.5 Chaine de puissance et chaine d’information
La description par chaine fonctionnelle permet de mettre en relation les constituants
internes avec leur fonction dans la réalisation d’une activité particuliere du systéme.
Une chaine fonctionnelle met en ceuvre une unique activité.
On appelle matiere d’ceuvre d'un systeme ce sur quoi agit le systeme.
On appelle valeur ajoutée la différence entre matiere d’ceuvre sortante et matiere
d’ceuvre entrante.
Une chaine de puissance est un ensemble organisé de composants dont le role est de
convertir un ordre émis par la partie commande en effet sur la matiere d'ceuvre.
Une chaine d'information est un ensemble organisé de composants dont le réle est de
prélever des grandeurs physiques sur la partie opérative ou sur I'environnement et de
les convertir en signaux interprétables par la partie commande.
La chaine de puissance et d'information comporte 5 flux : de matiére d’ceuvre, de
puissance, d'information, de mesure et de commande.
Le diagramme ci-dessous représente la structure générique des chaines fonctionnelles :
Inffrm:tions Informations
entrantes
>| commuNIQuUER 5 sortantes
Consigne
Utilisateur Périphérigue‘de
> ACQUERIR L communication
TRAITER N Informations
Interface Homme-Machine CODER > [ RESTITUER 7 utilisateur
MEMORISER
CAN Ui Gl Eaialial Interface Machine - Homme
> ACQUERIR
Commande
Capteurs Chaine d'information Matiére d'ceuvre entrante
Mesure
Puissance
entrante v
ALIMENTER >  MODULER ET ADAPTER ET
DELIVRER > convertr  [P| pansvierre [ AGIR
Unité d'alimentation
Pré-actionneur Actionneur Transmetteur Effecteur

STOCKER

Unité de stockage

Chaine de puissance

Matiére d'ceuvre sortante

Cas général d'une chaine de puissance et d'information

Chaque constituant de la chaine fonctionnelle est associé a une fonction et a une
famille de constituants.
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Pour un systeme donné et une activité donnée :

— les noms des familles de constituants sont a remplacer par les noms des constituants ;

— le type de puissance, électrique, mécanique, hydraulique est a préciser ;

— les grandeurs physiques acquises par les capteurs sont a préciser ;

— toutes les fonctions ne sont pas nécessairement présentes, et certaines peuvent apparaitre
plusieurs fois. Le squelette des chaines fonctionnelles est a adapter.

Dans la chaine d'information circule une basse puissance.
Dans la chaine de puissance circule une haute puissance.

Exemple : Coeur artificiel. Activité étudiée : pomper alternativement le sang

En dessous de chacun des ventricules, de I’huile de silicone exerce
une pression sur les membranes. Pour chacun des ventricules, la pompe
volumétrique aspire et rejette alternativement le fluide hydraulique suivant le
sens de rotation de I'engrenage intérieur. Celle-ci est entrainée par un moteur
a courant continu et un réducteur. Au final, la fluctuation de pression sur les
membranes permet de remplir et vider alternativement les ventricules.

7 capteurs (débitmeétre, pressostats...) assurent I'asservissement en
pression et débit des motopompes volumétriques alternatives via un
microprocesseur. 2 batteries Lithium-ion externes d’une autonomie totale
de 12h alimentent le systeme en puissance électrique. La carte électronique
commande un hacheur qui va alimenter la motopompe a engrenage. Enfin,
un pupitre de commande, permet a |'utilisateur d’envoyer des consignes au
systéme, et de restituer des informations lumineuses.

Dans cette aventure médico-industrielle, il a fallu également concevoir de
nouveaux bio-matériaux, la commande électronique ainsi que des
algorithmes C++ pour simuler le fonctionnement de la circulation sanguine.

Questions pour comprendre le fonctionnement du systeme :

— Quelle est la matiére d’ceuvre entrante et sortante ? Le sang / sang avec débit..........ccccccvrvrennee.
— Quelle est la puissance entrante dans I'actionneur ? De la puissance I'électrique.........cccceevueennns
— Quel constituant convertit cette puissance ? Le moteur a courant continU.............ccc.e....
— Quel constituant transmet la puissance mécanique ? Le rédUCteUr.....c..eoveieieieieiesenieieesceeeeiene
— Quels constituants acquierent la pression et le débit ? Les capteurs......cccovivviiiiniiiniciiciiciice
— Quel constituant traite I'information ? La carte électronique........ccccveeveeceesiveenneenn.

— Quel constituant restitue les informations a l'utilisateur ?  Le pupitre de commande

Consigne
o~ - RESTITUER Informations
- ACQUERIR > > Z  lumineuses
TRAITER
Pupitre de commande ;
Mesure (débit, pression... ) 2 Pupitre de commande
> ACQUERIR Carte de commande
7 capteurs (débitmétre, pressostats...) Commande | ~p oo d'information B
ang
Puissance Puissance Puissance mécanique Puissance mécanique Puissance
électrique A électrique de rotation de rotation hydraulique
ALMENTER ~ |=»| MODULERET L3}  convermR  |—3| ADPAPTERET L3l  co\yerriR > POMPER
DELIVRER TRANSMETTRE
2 batteries Hacheur Moteur a Réducteur Pompe Membrane
Lithium-ion courant continu volumétrique
Chaine de puissance
Sang avec
débit

Chaine de puissance et d'information du cceur artificiel dans la phase de vie d’utilisation
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QUESTIONS DE DEBUT DE COURS

- indiquer les différents flux échangés dans un systeme complexe pluritechnologique ;

- donner les différentes phases du cycle de vie d’un systéeme ;
- indiquer les informations contenues dans le diagramme des cas d'utilisation (uc) ;
- indiquer les informations contenues dans le diagramme des exigences (req) ;

- proposer un exemple différent de ceux vus en classe précisant la notion de critere et de niveau d’une
exigence ;

- donner le nom du document dans lequel sont inscrites les performances attendues d’un systéme pour ces
différents modes ou phases d'utilisation ;

- indiquer les informations contenues dans le diagramme de définition de blocs (bdd) ;

- indiquer les informations contenues dans le diagramme de blocs internes (ibd) et qui n'apparaissent pas dans
le diagramme de définition de blocs ;

- indiquer les ports qui ne possedent pas de fleche dans un diagramme de blocs internes (ibd).

- proposer un exemple différent de ceux vus en classe précisant la notion d’activité ;

- définir I'énergie, la puissance, ainsi que leur unité ;

- donner les valeurs d’énergie et de puissance de 3 systemes ;

- donner les grandeurs efforts et flux, ainsi que leur unité, pour les différents types de puissance ;

- donner les 3 types de flux d’information, et préciser leur différence ;- combien de chaine fonctionnelle
posséde un systéeme a 3 activités ?

- donner la structure générale des chaines de puissance et d'information en précisant :
- la fonction, la famille (pré-actionneur, ...), et quelques exemples de constituants usuels,
- les transferts de puissance entre les constituants,
- les échanges d'information entre les constituants,
- le flux de matiere d’ceuvre.
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Systemes asservis
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On a vu précédemment que les échanges entre la chaine d’information et la chaine de
puissance, sous la forme de commande et de grandeur physique acquise, permettent a certaines
activités d’un systeme d’étre réalisées de maniere relativement autonome. On parle de systéme
automatisé.

L'automatique est I'étude du contréle des mouvements.

Ces derniers sont utilisés pour réaliser des taches :

e complexes ou dangereuses pour I'homme ;

Robot serpent Tepco d’inspection

Correction de la vue par laser R -
du coeur d’une centrale nucléaire

e répétitives ou pénibles.

Robots guides d’'un complexe financier Voiture autonome Tesla
Santander de Madrid

L'intervention de 'homme est alors limitée a la programmation de I'unité de commande, la mise en
marche et les réglages de certains parametres.

A partir du modéle du systeme étudié, sous forme équationnelle, il s’agira d’évaluer ses
performances dans le but d’anticiper son comportement réel et vérifier ainsi s’il est capable de
répondre aux exigences de son cahier des charges.

Notons enfin que, bien que de nombreux systémes utilisent actuellement des échanges et un
traitement des informations sous forme numérique, on limitera nos études uniquement aux cas des
systemes continus.

Dans un systéme continu, les grandeurs d’entrée et de sortie évoluent de maniére
continue en fonction du temps, il s’agit donc de grandeurs analogiques.
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1.1

1.2

(1) Lorsque € tend vers 0,
la fonction devient une
distribution. On parle
alors d'impulsion de Dirac
qui se note 6(t).

6(t)
1
0 t

(2) On parle aussi :

- d'échelon unitaire

- d'échelon d'amplitude 1
- d'échelon indiciel

- d'échelon de Heaviside
- de fonction unité

Elle se note u(t).

Performances d’un systéme et performances d’un systéme asservi

Un systeme est asservi pour que son fonctionnement soit conforme a des attentes définies
dans un cahier des charges. Ces attentes sont déclinées en termes de performances.

L'objectif est d’obtenir, a I'aide de réglages, le meilleur compromis entre les différents critéres de

performances globales du systéme et de valider les critéres du CdCF.

Performance d’un systéme continu

Les performances sont des caractéristiques propres a un systéme ou liées a son comportement

lorsqu’il est sollicité de fagon particuliere. Nous allons voir les performances :

e de stabilité, propriété de convergence temporelle vers un état d'équilibre ;

e derapidité, caractérisant le dynamisme des systemes stables ;

e de précision, aptitude des systemes asservis stables a atteindre la valeur attendue.

Consignes unitaires

s(t)

e(t)
’ Y 7 I
Les performances d'un systéeme sont évaluées consigne
expérimentalement, ou prédites par simulation, lorsque le
—

systeme est soumis a des signaux tests e(t) en entrée

Systeme

réponse

f—p

appelés signaux canoniques.

Ces signaux tests envoyés en entrée sont :

e Limpulsion¥ : entrée trés bréve o L'échelon'? : entrée constante

5(t) U(t) A
1 avece = 0
&
t 0 t
I ¢ > >
Air bag Thermostat
e Larampe : entrée linéaire e Lasinusoide : signaux périodiques
tu(t) sin(t) u(t)

Tracker solaire

Suspension

Par convention, tous ces signaux sont nuls pour t négatif : e(t) = 0 pourt < 0

pas du type d’entrée appliqué.

Notons toutefois que les performances sont intrinséques au systeme et ne dépendent

généraliser par intégration successive.
L'entrée sinusoidale se généralise en entrée harmonique.

La rampe est la primitive de |'échelon qui est la primitive de I'impulsion. On pourrait le
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1.3 Consigne et réponse

Les valeurs finales des grandeurs d’entrée (consigne) et de sortie (réponse),
correspondent aux valeurs de l'entrée et de la sortie du systeme en régime
permanent, soit pour un temps suffisamment grand. Elles sont notées e, et s, avec:
€wn = lim e(t) et s, = lim s(t)
t—+o00 t—>+o00

La variation totale de la grandeur d’entrée est Ae,, = e, — e(tini) = Eg

La variation totale de la grandeur de sortie est Asy, = Soo — S(tinit)

e (t) A S (t) r N
€xn Seo
| Ey As,
e(tinit) — 1\ S (tinit)
Cinit t Cinit t

1.4  Stabilité des systéemes

Pour certains systemes, il est impératif qu’il n’y ait aucun dépassement.

(1) La stabilité est la Un systéme est stable® si, pour une entrée en échelon, la grandeur de sortie
performance qu'il  faut converge vers une valeur finale constante.
évaluer en premier car un i i . §
systéme instable  est (entrée bornée — sortie bornée EB-SB).
inutilisable.

Une réponse présente un dépassement si, pour une entrée en échelon, la grandeur de

sortie dépasse sa valeur finale. La courbe de sortie présente alors un extrémum.

La stabilité est alors caractérisée par I'amplitude du premier dépassement, noté Di,
(2) Attention : Ce ne sont par rapport a la valeur finale® :
pas les dépassements par
rapport & la valeur en — le dépassement absolu d’ordre k vaut|Dk = |As(t,) — Ase| |‘3) donc :
entrée mais bien par _ , o o . .
rapport d la valeur finale D, = |As(t;) — As.||avec t; la durée pour obtenir le premier dépassement ;
de la sortie. , . D D

— le dépassement relatif d’ordre k vaut|Dyo, = A—k donc([Dyo, = A—l
(3) Les dépassements sont Seo Seo
donc tous positifs, méme
D,. . \ . .

2 Réponse d’un systéme pour une entrée test en échelon :
s(®)
N by
S0
As(t1) D,
ASg
t
151 t2
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(1) Qui permet de toucher
physiquement avec des
objets virtuels.

1.5

(2) On pourrait utiliser
d’autres critéres, comme
le temps de monté. Défini
comme le premier instant
auquel la réponse atteint
la valeur finale.

(3) La valeur de 5% est
arbitraire.

(4) Attention : il faut
construire la bande des
5% autour de la valeur
finale de la sortie et non
pas autour de la valeur de
la grandeur d’entrée !

Y% on ne dira jamais que

Contexte : Robot chirurgical Da Vinci

Le robot Da Vinci est un robot médical dirigé par un chirurgien pour
réaliser des opérations, principalement au niveau de I'abdomen.
L’opération se déroule a distance a Il'aide d’un écran et de
dispositifs haptiquesfl). Les mouvements sont tous asservis et
requierent un réglage fin.

Exemple Le graphique ci-contre représente la
réponse du robot chirurgical Da Vinci a une entrée en
échelon. Le systeme est-il stable ? donner la valeur
des 2 premiers dépassements et les dépassements
relatifs.

x(t) [mm]

Le systéme est stable car pour une entrée en
échelon, la sortie converge vers une valeur
constante (EBSB).

D, |AX(t1) — Mxg| =3,9—-3] = 0,9 mm 5:0 :

0 50 100 150 2(;0
Dix= | | = 0,3 =30%

t [ms]

D, = IAx(tz) — Axwl =12,7—- 3| = 0,3 mm

Dyy, = | =0,1=10%

AXoo

Attention a certains systémes réels :

Un systéme réel instable oscille jusqu’a sa destruction. Ces oscillations sont dans le cas général
limitées par les différentes saturations (limites des amplificateurs opérationnels, butées
physiques...).

Ces limitations physiques peuvent laisser croire que le systeme est stable.

Rapidité des systemes
Pour certains systemes, il est impératif que le temps de réponse du systeme soit faible.

A condition que le systéme soit stable, |a rapidité est caractérisée, pour une entrée en échelon, par
la durée que met le systeme pour que la sortie soit suffisamment proche de sa valeur finale et ne
plus s’en éloigner.

Par convention, le critére caractérisant la rapidité d’un systéme stable est le temps de
réponse a 5% noté t,5q,.

On définit la bande des 5% par l'intervalle :
[Seo — 0,05 ASy, , Seo + 0,05 Asy ]

Le temps de réponse a 5% est la durée mise par la grandeur de sortie pour rentrer
dans la bande des 5% et ne plus en sortir.

Réponse d’un systéme pour une entrée test en échelon® :

s(t) 4

Seo + 0,05 As,
Seo
Seo — 0,05 Asy,

bande des 5%

ASq,

le temps de réponse est £ t -
rapide, bon... il faut init rs%
comparer.
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Exemple : Déterminer le temps de réponse a 5%. X(t) (mm]
9.0
On lit graphiquement 8>
8.0
X = 8mm
7.5
Ax,, =8—5=3mm
7.0
La "bande des 5%" est :
6.50 -
[8-0,05x3 ; 8+0,05x3] = [7,85 ; 8,15] ol
On lit graphiquement : ssl 3 3 3 ;
tysy, = 100 — 20 = 80 ms 50
) 50 100 150 200
t [ms]
1.6 Précision des systémes asservis
Pour certains systemes, il est impératif que la précision du systeme soit excellente.
A condition que le systéme asservi soit stable, la précision n’est définie que pour un
systeme ayant des grandeurs d’entrée et de sortie de méme nature.
L'erreur : e (t) =e(t) —s(t)
L’erreur statique : €re = lim e, (t)
t-oo0
Si le systéme est stable et que I'entrée et la sortie sont de méme nature, la précision
est caractérisée par :
— l'erreur statique : | €ro = Eg — ASe
— ou par I' erreur statique relative :
€ropoo = e;°° pour une consigne en échelon.
0
Si I'erreur statique est nulle, on dira que le systeme est précis.
Réponse d’un systéme pour une consigne test en échelon
r'y
s(t) e(t)
7 Pour e (tinie) # S(tinie) e-(t) €
I’erreur ne peut pas r
i . Seo
étre tracée : EO
A
—I— Asy,
4/ :
tinit
Exemple : Déterminer |'erreur statique et I'erreur Xé‘g(mm)
statique relative. os
8.0F o f
Les grandeurs d’entrée et de sortie sont de 7.5k |
méme nature. 7.0 |
€ro = Xo— A% =2—3 =—1mm . |
fren |_1| 0,5 = 2 _ 50y -5 | i
e = = |—| = b = — = 0 2T : :
™% T |E, 2 100 5o ; ; ; ;
0 50 100 150 200
Temps ¢t (ms) t (ms)
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2 Modéliser un SLCI
Pour prédire les performances d’un systéme, il faut d’abord en avoir un modeéle.
2.1 Fonction de transfert
Hypotheéses
Le modeéle utilisé suppose le Systéeme Linéaire, Continu et Invariant : SLCI.
Un systeme de type SLCI, vérifie les hypothéses suivantes :
- s d — le systéme est linéaire'¥, c'est-a-dire que la sortie est une combinaison linéaire des
Xxempies de non , . , . .
h.néa”.té',g réponses aux signaux d’entrée. Pour un signal d’entrée e(t) = e,(t) + k e, (t), la
réponse est s(t) = s;(t) + k s,(t) ;
- saturateur (a I'entrée d'un
MCC...) — les grandeurs d’entrée et de sortie évoluent de maniére continue avec le temps ;
r N
— le systéme est invariant?, c'est-a-dire qu’il reste identique et valable & chaque
> instant durant la période d'étude.
- seuil (frottement, 10
quantification...) < 3
4 28
Y- 2s(t)
§¢
7— g 6
® W
58 2e(t)
"5 a4
- hystérésis (matériaux...) &
'y 52
iy 2
1/ &y
> § 0 H
Z / > 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Temps (m s) Temps (m s) Sq(t)+ s,(t)
710 . . 10 ‘ . . 7 ‘
(2) L’usure de certaines 4 : o] == entrée : :
piéces, par exemple, 29 ol — reponse]| sl 6
peut se traduire par des E 5 5| |
évolutions des lois de 5 @' R
comportement au cours ; E 6 6F T 4t LA
du temps, qui ne sont 5 S,(t) ‘ i ‘
pas prises en compte. 25 4 s1(t) | 4t 3r seq(th+es(t)
] ”
E g | f N S 2L . A ]
g% 2+ g ———— e ] 2k ) .
U . H + o
= 8 o ; eq(t) . . :
,g 0 L It 0 " 1 L 0 L
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Temps (m s) Temps (m s)
Un SLCI est modélisé par des équations différentielles linéaires a coefficients
constants de la forme :
5o (O + -+ @y (O + g5 (D) = by T (6) + 4 by 5 (6) + boe (0)
e(t):entrée et s(t):sortie
n est I'ordre du modéle. C'est le degré de I'’équation différentielle.
Pour des raisons liées a la causalité (le comportement d'un systéeme dépend du passé,
pas du futur), les systémes réels étudiés imposent m < n.
Ce modele mathématique a été déterminé par application de lois et principes de la
physique : il est dit « modele de connaissance », en opposition au « modele de
comportement » déterminé expérimentalement.
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(1) L’ingénieur a pour
pratique d’étudier I'effet
d’une cause qu’il situe a
la date t=0. La cause
précédant toujours
I’effet, la transformée de
Laplace n’est définie que
pour des fonctions dites
« causales ».

(2) Une transformée
transforme une fonction
en une autre fonction.

3) @ Where the
Laplace Transform
comes from, Arthur
Mattuck, MIT :
https://sciencesindustrie
lles.com/glossary/transf

ormation-de-laplace/

(4) Cette intégrale
converge car les entrées
sont des polynémes ou
sont bornées.

(5) Dans le cas géneral :

P =
pF(p)-f(07)

Ce qui veut dire que si
les conditions initiales ne
sont pas nulles, la
réponse est "translatée"
de la valeur initiale.

(6) Les conditions
initiales du probleme de
Cauchy sont nulles.

(7) On remarque qu'ily a
un lien de dérivé entre

1 1
F,;etl.

(8) Théoreme du retard :

4 Swalt)

ot

[ R
oty t

Le retard pur peut
modéliser des
phénoménes de
traitements numeériques,
des délais de
transmission de
I'information, ou des
écoulements de fluide.

Transformée de Laplace

Intérét

Les équations différentielles d’'un modéle de connaissance ne permettent pas de caractériser le
comportement du modele uniquement par ses parameétres, et indépendamment des grandeurs

d’entrée et de sortie.

La transformée de Laplace donne une réponse a ce probleme en transformant les équations
différentielles en polyndmes afin de modéliser le systéme uniquement par ses parametres.

Définition

Une fonction f(t) nulle pour t < 0 est dite causale!®).

Soit f une fonction causale d’une variable réelle t. On définit sa transformée®® de Laplace f(f)

comme l'unique fonction F de la variable complexe p telle que :

¥

f© '—; F(p) = f0+°° F(t)e Pt dt B1a)

Domaine temporel

Domaine symbolique (ou de Laplace)

Propriétés de la transformée de Laplace

Les propriétés qui suivent sont fondamentales car elles permettent de déterminer facilement les
transformées de Laplace des équations du modéle de connaissance.

LINEARITE DERIVATION INTEGRATION
d*f(t
FO | K fO+K 90 T || r
n fois
n F(p)
p"F(p) -
F(p) K. F(p)+K,.G(p) p
avec conditions initiales nulles

Démonstration par IPP :

Ffw) = 1" f@®yerta =

— 77 —pf (et dt + [f(D)e 1™ = pF(p) — F(07)

Les conditions initiales sont supposées nulles®. C’est-a-dire, que la fonction et ses
dérivées sont nulles pourt < 0 :

f(0)=0;f(0)=0;f"0)=0; ..

Ce sont les conditions de Heaviside.

On en déduit :
Consigne | Impulsion | Echelon | Rampe Sinus Cosinus Sinus amortie Retard ©
e(t) 6(t) Equ(t) | Vo tu(t)| sin(wt) u(t)| cos(wt) u(t) | e sin(wt) u(t) f(t—T)
E, Vo w p w —Tp
E(@)" 1 ? ? P? + w? P? + w? @+ a)? + w? e "PF(p)

Démonstrations :

@) = f;7s@etdt = [ zePrdt =1

f(E0 u(t)) = f0+°° E, e Ptdt = E, [_%e—pt]:m - _ (

Pwotuw) = [~

0

VotePtdt =V, [(—%t—

) _’”]m =—(
z)€ -
p 0

Eo) _ Ey
p p

Vo) _ Vo
—2)==

p2

Pare-m =" fe-netde = [[7 fawe ™D du = [ fae P du e = e PR (p)

Sciences industrielles de I'ingénieur

Page 36 sur 182

22/07/2022



https://sciencesindustrielles.com/glossary/transformation-de-laplace/
https://sciencesindustrielles.com/glossary/transformation-de-laplace/
https://sciencesindustrielles.com/glossary/transformation-de-laplace/
https://sciencesindustrielles.com/glossary/transformation-de-laplace/
https://sciencesindustrielles.com/glossary/transformation-de-laplace/
https://sciencesindustrielles.com/glossary/transformation-de-laplace/

Cours CPGE

Onposeu=t—-T

(1) @ Fonctionnement Exemple : On donne la modélisation du MCC™ ci-dessous. Déterminer la transformée de Laplace des

du MCC: équations du MCC
https://sciencesindustrielle

s.com/glossary/moteur- i(t)
electriqgue/ > | | [ Y Y \
. L
R Cm(t) feq ]eq
) N —y %
u e(t) j G| I —
Cre(®
W ()
Equation électrique :
. . - . di
(2) Tension aux bornes du O des mailles et loi d'Ohm : u(t) =Ri(t) + LE () + e(t) (2)
moteur en fonction des Equations de couplage :
grandeurs électriques.
Maxwell-Faraday : e(t) = K, wy(t) (3)
(3) La vitesse de rotation | dré | d | .
B Couple moteur engendrée par la Force de Laplace :
f.ce.m. Cm(t) =K. i(t) (4)

(4) Le couple moteur est Equation mécanique :
proportionnel a intensité.  princine fondamental de la dynamique appliqué a I'arbre moteur :

(5) PFD pourun Crn () = Cre(t) = Jog 22 (1) + foqm(t) (5)

mouvement de rotation. dt
On supposera les conditions de Heaviside respectées. i(07) = 0 A ; w,,(07) = 0 rad/s

Hypothése : Les conditions initiales sont nulles.
; di
Flu®) = f(R i(t) + Ld—;(t) + e(t))

(6) Par linéarité de la

transformée de Laplace. = f(u(t)) =R SE( i(t)) +L f(z—i (t)) +f(e (t)) (6)

= U(p) =RI(p) + Lpl(p) + E(p) = I(p) = (U —E®)

R+ Lp

E(p) = KeQm(p)
Cn(p) = KcI(p)

Al- Cm(p) Cre(p) ]eq me(p) + feq m(p) = Qm(p) m(p)

f+]p

do2 -

Fonction de transfert

On suppose les conditions initiales nulles, sinon, il faut séparer la partie linéaire de la partie non
linéaire.

Soit un SLCI dont le modele de connaissance est donné sous forme d’une équation différentielle :

e(t) s(t)

(t) + o+ a1 i (t) +ags(t) =b d (t) + ot bld_(t) + bge(t) —

™ dtm

ngem

Systéme linéaire continu invariant (SLCI)

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de I'équation différentielle et en
considérant les conditions initiales nulles, on a :

a,p"S() + -+ a;pS(P) + agS(P) = bypp™E(p) + -+ + bipE (p) + boE (p)
= (app™ + -+ a;p + a)S(P) = (byp™ + -+ + byip + by)E (p)

S(®) _ bmp™++bip+bg
E(p) anp™+--+aiptag
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On appelle fonction de transfert™ la fraction |H (p) = 5@ ot donc S(p) = H(p)E (p)

(1) On I'appelle aussi E(p)
« transmittance » du . , R N N
S La fonction de transfert d’'un systeme est donc un modéle du systeme dans le
domaine de Laplace :
E(p) S(p)
— Hp) —

La fonction de transfert est indépendante de I'entrée qui lui est appliquée. Elle ne
dépend que de la variable symbolique p et des parameétres du modele.

Forme canonique

Une fonction de transfert sous forme canonique est de la forme :

H(p) K 14+ .p+ .. + ..p™ K : gain statique
= —_— . >
P p*1+ .p+ ..+ ..pt @ a:classe = 0

n : ordre

Méthode pour mettre une fonction de transfert sous forme canonique :
1) la fraction doit étre un quotient de polynémes ;
2) on factorise par le terme d'ordre le plus faible du numérateur et du

dénominateur.

Lorsque @ = 1 on dit que le modéle posséde un intégrateur. Cela vient du fait que I'on peut écrire la fonction de
S _ 1A 1

= , = étant la transformée de Laplace d’une intégrale.
E(®) pB® P

transfert sous la forme

243+5p

Exemple : Déterminer la forme canonique de H(p) = 3p:41c>—2+7p4

2 3 .5
By e B TP _ 2+dpiSpt | 2 1+5p+oF
P 3p +ap2 + 7p*  3p? + 4p3 + 7p° 3p2 L4 .7 s
3pT3P

gain statique : K = 2; classe:a = 2 ordre:n =75
Qm(p)

Exemple : A partir des 4 équations du MCC, déterminer H(p) = et mettre la fonction sous la

U(p)
forme canonique. Préciser le gain statique, la classe et I'ordre.

On prendra le couple résistant nul C,..(t) = 0.

1(p) = 1= (V@) ~ E®)) E(P) = K.Qm(P)
Cn(P) = Kl (p) () = 57— — Cn®)

1 P 1
feqtJeqD '‘R+1L

= Qm(p) = P (U(p) = Keﬂm(p))>

=R+ Lp)(feq + Jeq P)Qm(P) = K. U(p) — K. K:Q, (D)
= (R + Lp) (faq + Jeq P) + KeKe) n(®) = KU®)

Qm(P) _ K; _ K
U)  R+Lp)(foq+JeqP) + KK Llog D> + (Rleq + Lfog)P + Rfzq + KoK,
1
_ t
- KeKt + Rﬁzq L]eq R]‘?q + Lfeq
K.K; + Rfog P TK.K, + Rfoq ¥

— Kt en (rad/s)/V classe:a =0 ordre:n = 2
KeKe+Rfeq

= H(p) =

2 4 +1

gain statique : K =
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2.2

2.3

2.4

(1) Contre-exemple :
lim;_, . Sin(wt)

. W
= llmp_)0+

=0

ppZ +w2

Ce qui n’est pas vrai.

(2) Attention, il s’agit de
la limite supérieure 0*.

Prévoir le comportement en stabilité

Cette performance doit étre prédite en premier. Comme les autres performances, la
stabilité est intrinséque au modeéle et est totalement indépendante du type d’entrée
auquel il est soumis.

Condition de stabilité

On appelle poles, les racines du dénominateur de la fonction de transfert.
On appelle zéros, les racines du numérateur de la fonction de transfert.

Exemple : un modele peut donc posséder : — despolesréelsp =a;

— des pdles complexes conjuguésp = c +j d.
Pour mieux comprendre l'influence des pdles de la fonction de transfert d’un systéme, I’allure de la
réponse a une entrée en échelon a été représentée selon la position de ces pdles dans le plan
complexe :

STABILITE pseudo-pulsation Im A INSTABILITE
Amortissement de la de la réponse croit
réponse croit ® ® @ ®
s(t) r_, s(t) s(t) s(t)
Péle complexe i t t t t
conjugué —_— @ @ G) ®

s(t) s(t) s(t) J\I s(t)

t t t

Lo
& &
s(t) C ,\ S(t)l : s(t) | s(t)
t t t 7

Péle réel

v

Re

M=

ASTABLE

Un systéme est donc stable au sens EBSB si les poles de sa fonction de transfert sont a
partie réelle strictement négative.

Les poles réels ne générent pas d’oscillation alors que les podles complexes conjugués font
apparaitre des oscillations. On appelle p6le dominant le p6le qui a une contribution significative par
rapport aux autres sur la réponse.

Prévoir le comportement en rapidité

Le t,50, d’un modele du 1% ou du 2" ordre seront connus. Pour les modéles d’ordre supérieur, il sera
nécessaire de les rapprocher vers ces modeéles lorsque cela sera possible (réduction de poles
dominants). Dans le cas contraire, seule une étude numérique permettra de déterminer le t,5o,.

Prévoir le comportement en précision

Détermination de I’erreur en régime permanent

Pour une fonction f(t) stable dont la limite existe'"),

le théoreme de la valeur finale permet de calculer sa valeur finale a partir de la
transformée de Laplace :

foo = limy e f(£) = lim,_o+ pF(p) |@

Le théoréme de la valeur initiale permet de calculer sa valeur initiale a partir de la
transformée de Laplace :

f(OF) = lim;_o+ f(t) = limy_,0 PF(p)
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(1) On rappelle que

e(t) = Equ(t) > E(p) =

3.1

(2) On parle alors d’un
« systéeme asservi »
mais c’est un abus de
langage, c’est la
grandeur de sortie de
I'activité étudiée, qui
est asservie a la
grandeur de consigne.

(3) Régulateur de
vitesse, régulateur de
chauffage...

E

0
p

Exemple : Déterminer la valeur finale de la réponse d’un systeme stable de classe 0 non perturbé

soumis échelon d'amplitude Ej.

Le systeme est stable, on applique le théoreme de la valeur finale :
Seo = limt—>+00 S(t) = limp—>0+ ps(p) = limp—>0+ pHFTBF (p)E(p)

K 1+ ...+ ..p™E
I;TOBF 1+ + I;n ?0 = KFTBFEO @

= limp_,0+ P

Exemple : Déterminer |'erreur statique et I'erreur statique relative d'un systéme asservi stable de

classe 0 non perturbé soumis a un échelon d'amplitude E,.

Le systéme est stable, on applique le théoréme de la valeur finale :

€roo = limt—>+oo er(t) = limt—>+oo (e(t) - S(t)) = limp—>0+ p(E(p) - S(P))

= lim,, o+ p(E(P) — Hprpr (p)E(p))

KFTBF 1 + e + e pm EO
=lim,_, 1—-H E =lim,_, <1— )—
p—0* p( FTBF(p)) ®) p-ot P 2 1+ .+ .p")7p
=1- Krrer)Eo
(1 — Kprpr)Eo
Crooy% = - £ = |1 — Kprgrl
0
Un systeme asservi stable de classe 0 soumis a un échelon est donc précis si
Kprgr =1
Schéma-bloc
Nous allons apprendre a déterminer la fonction i m—
de transfert globale d’un systeme, a partir du modele de
connaissance de chacun de ses constituants
(préactionneur, actionneur, capteur..) et en tenant
compte de la fagon dont ces constituants sont organisés.

On s’intéressera plus particuliérement aux systéemes
asservis qui, équipés de capteurs permettant en
permanence le contréle de la grandeur de sortie, sont
capables de réagir de facon autonome a des
perturbations extérieures.

Les schémas blocs servent a représenter
graphiquement les équations et équations
différentielles.

C’est aussi un outil de compréhension et
de résolution efficace des phénomeénes

physique.

Gyropode Segway

Systéme asservi

Un systeme asservi correspond a un principe de conception.

réponse avec un capteur.

Un systéme asservi® est un systéme capable d'élaborer de maniére autonome sa
grandeur de commande a partir d'une valeur de consigne et d'une mesure de la

Une grandeur de sortie d’une activité d’un systéme est asservie si :

— il y aune boucle de retour avec un capteur ;

— un correcteur améliore les performances de stabilité, de rapidité et de précision.

Un systeme asservi est nécessairement bouclé, mais la réciproque n’est pas vraie.

On parle de systeme suiveur ou de poursuite lorsque I'entrée varie.
On parle de systéme régulé® lorsque I'entrée est constante.
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3.2

3.3

(1) Dans ce schéma-
bloc, I'entrée du preé-
actionneur correspond
a la commande issue
de l'unité de
commande, en général
une faible tension.

Ce n’est pas la haute
puissance entrante que
I’on retrouve dans le
schéma des chaines
fonctionnelles.

(2) Parfois aussi appelé
transducteur ou
adaptateur. Un
transducteur est un
dispositif convertissant
un signal physique en un
autre.

Consigne et réponse

Dans la description par chaine fonctionnelle, les fonctions communiquer, restituer,
alimenter et stocker de I'énergie n’interviennent pas directement sur les performances d’un
sytséme. Le modéle d’un systéme asservi s’appuiera sur les éléments suivant :

Consignes
utilisateur

ACQUERIR

TRAITER
CODER Interface de
MEMORISER Leation M/H

Convertisseur
analogique / numérique

Interface de
ication H/M

ACQUERIR
Capteurs

Grandeurs physiques

Unité de commande
Chaine d'information

— Puissance
délivrée

MODULER et
DELIVRER

Matiére d'ceuvre
entrante

Commandes / ordres

Puissance Puissance
convertie ada
ADAPTER et
CONVERTIR TRANSMETTRE AGIR

Transmetteur
Adaptateur

Effecteur

Pré-actionneur Actionneur

Chaine d'énergie

Activité réalisée

Matiére d'ceuvre
sortante

Dans cette représentation,

— la grandeur d’entrée est la consigne ;
— la grandeur de sortie, est la réponse. C'est une grandeur lié a la matiére d’ceuvre (effort,
position, vitesse...).

Structure d’un systéme asservi

Le schéma-bloc est un diagramme structurel construit a partir de la chaine de
puissance / chaine d'information en ne conservant que les constituants intervenant
directement dans I'asservissement.

u(t) P(t)
Comparoteuy Commande® Perturbation
e(t) e'(t) £(t)
——>1 ACQUERIR CORRIGER v ,
Consigne Image Eie s
Interface la consigne Correcteur —_— f—— ———>
. Réponse
Homme-Machine
s'(t) Pré-actionneur Actionneur
Image de
la réponse ACQUERIR |€
Mesure
Chaine d'information Capteur

Les éléments suivants sont indispensables au bon fonctionnement d’un systéme asservi :

CONSTITUANT FONCTION

Interface H/M® | Traduire la consigne en un signal utilisable par I'unité de commande.

Mesurer et traduire la réponse en un signal utilisable par I'unité de commande

Capteur
Il est dans la boucle de retour.
Comparer I'image de la réponse et I'image de la consigne.
Comparateur | |l délivre un écart £(t) en général électrique, qui est une image de I'erreur e,.(t).
Avec : e(t) =e'(t) —s'(t) ete (t) =e(t) —s(t)
Corriger I'écart afin de générer un signal de commande pour améliorer les
Correcteur performances du systéme (stabilité — rapidité — précision)

Il est aprés de soustracteur.
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Les trois éléments de base du schéma-bloc sont :

Le bloc qui représente un constituant
du systéme asservi (interface H/M,

capteur, actionneur, ...), une opération entrée sortie
mathématique ou un changement — —>
d'unité.
En générale, le bloc comporte un seul
flux d’entrée et un seul flux de sortie.
—_—) —>

Le point de prélevement qui préleve,
sans le modifier, le signal en un point.

— Point de

prélévement

Le comparateur (soustracteur ou E;

sommateur) qui comporte plusieurs E, s

entrées mais une seule sortie.

Ces entrées peuvent étre additionnées S=E +E —E;
ou soustraites. Eg

3.4 Chaine directe et chaine de retour

Dans le but de pouvoir déterminer plus facilement la fonction de transfert d’'une activité
d’un systeme, la représentation schéma-bloc, en plus de s’appuyer sur la structure chaine de
puissance / chaine d’information, met en évidence le modele de chacun des constituants intervenant
dans l'asservissement.

Pour un systéme non perturbé, la représentation d’un asservissement par schéma-bloc est la

suivante :
Chaine directe
E E'
® ) UG) 5o
consigne image de la . ,
commande
consigne ecart réponse
—» Kim C(p) > H(p) » Keea |—
Interface ) Correcteur Pré-actionneur Transmetteur
Homme-Machine Actionneur Effecteur
Transmetteur
S'(p) Keape [
image de la
réponse Capteur
mesure ——

Chaine de retour

Un systeme asservi est constitué de deux chaines :

— la chaine directe, entre le comparateur et le point de prélévement du capteur, qui
assure les fonctions de commande et de puissance ;

— la chaine de retour, entre le point de prélevement du capteur et le comparateur,
qui assure la fonction de mesure de la réponse.
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3.5 IHM
Selon le schéma-bloc général d’un systeme asservi :
’ I Kcapt
e(p) =E'(p) = 5"(P) = Kinm E(p) —7— S(p)
red
(1) En général il s'agit On veut que si E(p) = S(p) alors (p) = 0W
d’une tension (en V), X
parfo\is une intensité en donc KIHM =
ampére (A) ou des Krea
impulsions en point (pt). On peut alors se ramener a un retour unitaire avec une transformation de schéma-
Par exemple si K;yy = bloc.
M, sur un écran
Kred
d’ordinateur on . .
impose une .6 Modéle de connaissance
consigne de +1m et un , i ; 3 . . .
robot se déplace de Chaque équation est représentée par un bloc qui contient sa fonction de transfert.
+1m.
K,
SiK, gt Exemple a . .
P Rurm F G ST " P Equation Transformée en ,
écran d’ordinateur on d’équation a Schéma-bloc
) : P temporelle Laplace
impose une consigne de modéliser
+24V et un robot se
déplace de +1m.
eplace ge=m Loi entrée-sortie 2.(p) 2s(p)
cinématique d’'un | ws(t) =7 we(t) 0s(p) =7 2.(p) r
réducteur
Loi entrée-sortie
ol entrée-sor 20 [as] ¥%®
cinématique d’un NP Vo) = PE o p .
transmetteur vs(8) =5 @e() R 2
vis-écrou
0 X0}
de(t) (») » @)
w(t) =—— 2@ =p 6(p)
t
Loi entre vitesse et
position
1 2(p) 0(p)
o0 = [w©d | 0) =-00) S N N
p
Loi de changement 360 360 0raa() | 360 Ogeg (D)
d’unité gdeg ® = Egrad(t) Odeg ) = E Oraa(P) E
Loi entrée sortie du | Twy () + wn(t
fréesortiedu | Ton®©+on® 0, 0) = = Un®) | Un@®) [T )
premier ordre d’un =K uy(t) p N m
moteur 1+
Cas général avec 3 | s(t) S(p) Ei(p) S(p)
grandeurs | _a(he,(0)—cep®) | = alb Ex(p) —c Ea(p) | *?* a
E;(p)—* ¢
0
PFD appliqué sur | Cu() — G (®) Qn(p) = Cm(p) m(P)
I’arbre moteur . doy, ©+ ; 1 () = Coap) @ 1
=Jeq dt feqwm(t) foa +Jea? m\P re\P feq+]eqp >
Cr(p)
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3.7

V7 La simplification
éloigne le modéle, de la
structure réelle du

Simplifier un schéma-bloc

Pour étudier ou prévoir le comportement d’un SLCI asservi, il est nécessaire de connaitre sa
fonction de transfert globale.

Celle-ci est obtenue a partir des différentes fonctions de transfert de chacun de ses constituants. Il

systéme.
est donc indispensable de connaitre les régles d’association et de simplification des schémas-blocs.
E(p) S(p) E(p) S(p)
— 1@ [~ Lo = e |~ —1 "®
Blocs en
série H(p) = H,(p)H,(P)Hs(p)
La fonction de transfert équivalente de blocs en série est égale au produit des
fonctions de transfert de chacun des blocs.
H;(p)
E(p) S(p)
E(p) H, (p) v S(p) &> — H®)
Blocs en
paralléle | @ H(p) = H;(p) + Hy(p) — H;(p)
La fonction de transfert équivalente de blocs en paralléle est égale a la somme
des fonctions de transfert de chacun des blocs.
ion : E & E S
Y7 Attention : ®) ) o S(p) (2] H() (2]
- bien vérifier les signes
dans le comparateur ; S'(p)
- ne pas confondre avec R(p) _ — S) — D(»)
le cas des blocs en . H(p) = FTBF(p) = E(p) 14 D(p)R(p)
Y Fonction de
transfert en | D(p): FT de la chaine directe R(p): FT de la chaine de retour
boucle Démonstration de la formule de Black :
fermée :
FTBF = S=DE=D(E—-S")=D(E —RS)
= S+ DRS =DE
= S(1 + DR) = DE
=5 = E
1+ DR
. E
Fonction de £() . S(p) ®_) H(p) S®)
transfert en
boucle S'(p) , ,
R(p) _ S _S'(p) _
ouverte : H(p) = FTBO(p) = () = E(p) = D(P)R(p)
(1) On note parfois F(p) FTBOW
pour la FTBO et H(p)
pour la FTBF.
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Méthodologie pour compléter un schéma bloc :

On détermine les flux avec les comparateurs et les équations.
On détermine quelle équation correspond a quel bloc a I'aide des couleurs.
On écrit la sortie en fonction de I’entrée pour trouver la fonction de transfert.

Exemple : A partir des 4 équations du MCC, compléter le schéma bloc. En prenant C,.(p) =0

Q@)

déterminer H(p) = @)

1 Cre(P)

et mettre la fonction sous la forme canonique.

U(p) @ Qi (p)
+ >
Ulp) —E
@) = -2 (V) - E@)) O=E@ | 1 | W@
R+1Lp
Q

B@)= Kz (p) n® e

V7 On aurait aussi pu G = K16 - _-
noter : Kt
fea
(G ®) =) )~ )
1 () Qm(p) ﬁeq +]eq p ( ) — 1 —Qm (p)
Jea P feq + ]eq p
Cn(®) = Cre(p)
U(p) - - Qn(p)
1 . K, . 1 >
R+ Lp feq tJeq P
E(p)
Ke
U(p) 1 1 O (p)
K >
R+Lp “fog+eqP
K, e
K
Hpy = @) RA D) eq +egp) K;
up) 4 K K: Rfoq + (Rleq + Lfog)P + Lleg P* + KK,

TR (o o P)

___t
K K; + Rfeq

Rlog ¥ Lfeg . Do
K K; + Rfeq K K; + Rfeq

2

1+
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4  SLCl asservi perturbé

4.1 Perturbation

Pour qu’un systeme réponde correctement aux besoins de I'utilisateur, il est important que les
performances (stabilité, rapidité et précision) ne varient pas quels que soient les phénomenes
extérieurs dit « perturbations » qui pourraient les perturber.

Exemples : Un bateau suivant un cap

Houle, vent, courant

Consigne é c
de cap ap

——| Naviguer }——

Pilote automatique de bateau

4.2 Schéma-bloc d’un systéme perturbé

On appelle perturbation, toute cause susceptible de modifier la sortie
indépendamment du signal de commande.

Dans le modele d’un systeme asservi, la perturbation est généralement une entrée qui
vient modifier la chaine directe au travers d’un soustracteur.

Une perturbation est une entrée non fournie par I'utilisateur.

) E'(p) e(p) U w S()
. 4 pertur ation A
consigne |mag.e dela ecart commande l reponse
consigne
—| Kinm —b@—b Clp) »| Hi(p) —'@" H,(p) Krea |—>
Interface Correcteur Préactionneur Transmetteur
Homme-Machine Actionneur Effecteur
Transmetteur
@) Keape |
image de la
réponse Capteur
mesure
Ce systeme posséde 2 entrées et 1 sortie.
4.3 Théoréme de superposition
Lorsqu’il y a plusieurs entrées, on pose :
S s
Hi(p) =—— et Hy(p) =——
EMppy=o PMgpy=o

Théoreme de superposition :

La sortie totale du systeme est la somme des sorties qui correspondent a chacune des
entrées prises isolément.

S(p) = Hi(p)E(p) + H,(p)P(p)

Exemple : on cherche a déterminer la sortie du systeme modélisé par le schéma-bloc ci-dessous :

P(p)
E(p)

S(p)
D(p) —>

R(p) |e
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On a 2 entrées
On prend P(p)=0:

E(p) S(p)
D(p) >

A 4
-
N

R(p)

A

sw) __ow
E(p) P(p)=0 1+D(p)R(p)

On prend E(p)=0:

P(p)
S(p)
—» D@ —>
-1
$— R(p) |e
P(p)
S(p)
—] -1 >
D) |« R® |e
5@) -1

P®)ppy=o  1+D@R®P)
On applique le théoreme de superposition :

S(p) = Hi(p)E(p) + H,(p)P(p)

D(p) E(p) -

=50 = 0 pre)

1
T+ DR P

Remargue : Les dénominateurs sont identiques et ce sera presque toujours le cas !

Remarque : H; s’appelle la fonction de transfert en poursuite et H, la fonction de transfert en
régulation.

4.4  Stabilité d’'un modeéle perturbé

Pour prévoir la stabilité d’'un modele perturbé, il suffit d’étudier la stabilité de chaque fonction de
transfert associée a chaque entrée.

4.5 Précision d’'un modele perturbé

La valeur finale de la réponse d’un modele stable soumis a plusieurs entrées en
échelon est égale a Sow =25 = 2K, Ei

Cette valeur permettra de déterminer I'erreur en régime permanent, et de prévoir la précision d’un
modele perturbé soumis a des entrées en échelon.
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4.6

7 Attention, ces
simplifications éloignent
encore plus le modéle,
de la réalité physique du
systéme...

¥/ On utilisera cette régle
pour « désimbriquer »
des boucles dans un
schéma-bloc.

(1) attention cette regle
ne marche plus avec un
signe — sur le flux
principale.

4 0 (®) un(t) C-(1)

Prenons deux entrées positives.

Weo

Exemple : réponse d’un MCC perturbé a un échelon de tension

4 w0, (0 uy(t) C.(1)

\/

Réponse du moteur

Réponse du servo-moteur

‘ La perturbation réduit la vitesse de rotation du moteur.

‘ La correction réduit I'influence de la perturbation.

Schéma-bloc équivalent

Pour des entrées en rampe, il faut utiliser le théoreme de la valeur finale.

L'objectif est d'isoler les boucles en déplagant des blocs, et en faisant en sorte que 2 comparateurs
soient co6te a cote afin de les permuter.

Les manipulations suivantes ne sont a effectuer que si la présence de boucles dépendantes est

constatée.
E(p) S(p) E(p) S(p)
— H(p) > H(p) |—
S(p) S(p)
Déplacement H(p) |—>
d’un point de
prélevement E®) H(p) _.S(p) Eﬁ). H(p) ®
E(p) 1 E(p)
_— —
Hp) [
Ei(0)—> H®) <> E® Hp) [
5@ T @)
—_
Déplacement Ea(p) E2(p) H(p)
d’un
comparateur
E(p) E(p) — H®) S(p)
— Hp) — s <
E,(p) ™ H® [
E,(p)
Permutation de 2
comparateurs”) E(D)
P E\(p) + Ex(p) — Es(p) E;(p) + Ex(p) — Es()

Attention : On ne peut pas permuter un point de prélevement et un comparateur !
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(1) Si le systeme ne peut
pas se mettre sous forme
d’un schéma a retour
unitaire, se demander
quelle est I'erreur statique
entre des grandeurs dont
les échelles ne sont pas du
méme ordre de grandeur
n’a aucun intérét !

5.1

(2) Pour une entrée en
échelon, on parle parfois
d’erreur de position ou
d’erreur indicielle pour une
entrée unitaire.

Pour une entrée en rampe,
on parle parfois d’erreur
de trainage, d’erreur de
poursuite ou d’erreur en
vitesse.

Précision des systémes asservis

On considére un systéme asservi perturbé. En choisissant bien Ky

et en faisant une

transformation de schéma bloc, il peut se mettre sous la forme d’un retour unitaire®.

E()
consigne

&(p)
écart A
|

' H, ()

P(p)
perturbation

S®)

H,(p)

réponse

[
»

En utilisant le théoréme de superposition, on obtient :

e(p)

1
14 H;(p)H2(p)

H

2(p)

E
®) + T,

(p)H2(p)

P(p) =

Erreur statique d’un systéme non perturbé

1
1+ FTBO(p)

E(p) +

H,(p)

1+ FTBO(p) | P

En utilisant le théoréme de la valeur finale, calculer I'erreur statique d’un systéme non perturbé

€10

. : : 1
=S = e = IR pe®) = I P FTBO )
1
= lim E(p) = lim
p—>0+p 1+ £ 1+ blp AF e AP bm pm (p) p-0t p 14+

()

p*l+ ayp+ .. + ap_op™ ¢«

Erreur statique e, ., a=0 a=1 a=2
Impulsion E(p) =1 0 0 0
Echelon E(p) = % 15—;-0]( 0 0
Rampe E(p) = % © % 0
Parabole E(p) = % o aio
Pour un systeme de FTBO de classe a et de gain statique K

1
z E(P)

p®

L’erreur statique pour une entrée en échelon est nulle lorsque la FTBO est de classe a > 1.

L’erreur statique pour une entrée en rampe est nulle lorsque la FTBO est de classe a = 2.

Exemple : MCC asservi

wm(t) 4 O (t) ¢
Weo
>1 1 W0

> eV

Kwco \ 1+K

1+K B
a=0

t t
Réponse a un échelon Réponse a une rampe
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6

6.1

(1) Appelé aussi modele
a gain pur.

Prévoir la réponse a un échelon

Modele proportionnel

L'équation temporelle et la fonction de transfert d’'un modéle 3 action proportionnelle! sont :

L
—_—

s(t) = Ke(t) pourt =0

. . .z unité de la sortie
K : gain statique ( unité = ————
unité de lrentrée

5w _
E(p)

s(t) e(t)
La réponse a un échelon d'amplitude Eo d'un modele a action E, 1
proportionnelle est un échelon d'amplitude K Eo. KE
0
s(t) =KEypourt >0 avecK <1
¢
6.2 Modeéle intégrateur
L'éguation temporelle et la fonction de transfert d'un modéle intégrateur sont :
t L S(p) _K
s(t) =K [ e(t)dt pourt =0 — — =
© =K fye()dt' p ol
K : gain statique (unité = Lniedelasortie o1 car 'unité de p est s~ 1
unité de lrentrée
s(t) e(t)
La réponse a un échelon d'amplitude Eo d'un modele intégrateur est E t
une rampe de pente K Eo. 0
s(t) = KEytpourt =0
pente KE,
t
6.3 Modeéle dérivateur
L'équation temporelle et la fonction de transfert d’un modele dérivateur sont :
de L S(p)
= —_ > 2V —
s(t) =K o (Dpourt =0 — ) Kp
WRappel:la variable . . s unité de la sortie bt -1
symbolique p est K : gain statique ( unité —m.s) carl'unité dep est s
homogene a [T], soit
des s S(t) e“(t)
La réponse a un échelon d'amplitude Eo d'un modele dérivateur est E,
I'impulsion de Dirac §(t) :
s(6) = 8(t) 1
On retiendra : s(t)=0 pourt > 0
"t
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6.4

V7 Si la courbe
commence a0en0:

- on utilise so,

- s(1) = 0,63KE,

Réponse indicielle du 1°" ordre

L'équation temporelle (équation différentielle du 1°" degré) et la fonction de transfert d'un modeéle

du premier ordre sont :

K
1+Tp

T%(t)+s(t) = Ke(t) pourtZOL H(p) =

parametres caractéristiques :

. . oy unité de la sortie
K : gain statique (unité = ——
unité de lrentrée

7: constante de temps (>0, en secondes)

La solution de I'équation différentielle pour des conditions initiales nulles et une entrée en échelon

t
d'amplitude E, est : s(t) = KE| (1 — e_?) pourt = 0.

s(t) e(t) ‘

ASOO = KEO

bande des 5%

0,95 KE, ,

0,63 KE,

4

3t = trS%

Le gain statique K caractérise le comportement du modele en régime permanent :
S = KEj.

La constante de temps 7 caractérise le comportement du modele en régime
transitoire :

— As(t) = 0,63KEy ;

— As(31) = 0,95KE, ;

La tangente a I'origine coupe la valeur finale de la sortieen t =t

Déterminer :
_o
~ 500 =KE0(1—e r)=0

ou s(0) =limy o+ s(t) =limy, 40 p S(p) = lim,, 0o PH(P)E(p) =
K Ey

lim ——=0
potoo P T+p p
- S0 = KEO
ou

. . . K E
Seo = liMy_ 400 S(t) = lim, 5+ p S(p) = lim,, o+ pmf = KE,

~ s =KE (1~ e_%) — 0,63KE,
— s(37) =KE, (1 — e_:%) = 0,95KE,

t
— S’(t) =%6_;

0
, KE; -2 KE,
— s(0)=—e t = —
0) == .
ou
K Ey KE,

S,(O) = limt—>0+ S,(t) = 1imp—>+oo p2 S(p) = limp—>+oo pZ m p = T
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6.5 Réponse a une rampe du 1° ordre

La solution de I'équation différentielle pour des conditions initiales nulles et une entrée en rampe de
t

pente V, est : s(t) = KV, (t -7+ Te_?) pourt = 0.

s(t)e(t) t /'K >1
K=1
/ pente KV,
/ ~
~
pente V, - ~ K<1
~
~
~
/
4

Le gain statique K caractérise le comportement du modeéle en régime permanent :
La pente en régime permanent est K.

L'asymptote en régime permanent coupe I'axe des abscisses en 7.
La tangente a l'instant initial est nulle

Déterminer :
_0
~ 500 =KVO(O—T+Te ) =0

— S = tligrn KVy(t — 1) on a donc une asymptote de pente KV, retardée de 7
—+00

6.6 Modeéle du 2¢™e ordre

L'équation temporelle (équation différentielle du 2°™ degré) et la fonction de transfert d'un modele
du deuxiéme ordre sont :

1 dzs 2z ds _ & _ K
—®+==(®) +st)=Ke(t) pourt=0 — H(p) = >

wo? at 1
o B L +w_p+w2p2
parametres caracteristiques : g W

q q sz unité de la sortie
K : gain statique (unité = ———
unité de lrentrée

z : facteur d’amortissement (noté parfois m ou &, > 0, sans unité)
ax : pulsation propre non amortie (>0, en rad/s)

La réponse dépend des pdles de la fonction de transfert, c’est-a-dire des racines du dénominateur.
(Y At
Onad= (wo) =z (z2—=1).

wg?

Ainsi, la réponse est différente suivant la valeur du facteur d'ammortissement z (siz > 1 ouz < 1).

Wiz =0 Les équations temporelles (résultat classique qui sera démontré en physique et mathématiques)

« sont données ci-dessous juste pour information.

H() = Tl z>1  Régime apériodique (non oscillatoire amorti)
A
-t -t

régime oscillatoire non s() =KE, |1+ -t (Tle; _ .[Zeg) pour t =0
amorti, correspond aux 27T
& Steme.s harnzon'lques. La avec 11 = L (Z - \/ZZ——l) ett, = L (z + \/ZZ——l)
valeur finale n’existe pas, le wo wo

temps de réponse a 5% etle  z=1  Régime apériodique critique .
nombre de dépassements _t

ne sont pas définis. Il ne s(t) = KE, (1 - (1 + E) eT) pourt>0
sera pas étudié ici. ’

1
avec 7T = —
wWo

0<z<1 Régime pseudo-périodique (oscillatoire amorti)

s(t) = KE, (1 - ée‘“’otsin (wpt + (p)) pourt > 0
=KEy(1— t
s o(1 = cos@oD)) Avec |w, = woV1 — z2
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Caractéristiques de la réponse a un échelon

V4 Attention, si la

courbe commence a 0 0<z<1

en 0, on utilise S,. S(t) 4
. 5 z = 0,69 avec Dio, = 5% bande des 5%
Un le.r ordre introduit 40,05 As, —
la notion d.e ; As., = KE, \
« temps » ; 0!\7 va aller —0,05 Asq, ___——
d’une valeur a une z>1
autre sur une durée.
Un 2" ordre introduit
en plus la notion de
« chemin » ; on va aller
d’une valeur a une
autre d’une maniéere
différente. E
¥ 2 t
tangeante initiale nulle H i
La variation totale de la sortie en régime permanent est As,, = KE| .
La tangente a l'instant initial est nulle.
Dépassements
Le nombre et les valeurs des dépassements D;., dépendent que de z :
— lorsque z > 1, la courbe non oscillatoire amortie. Il n’y pas de dépassement ;
— lorsque 0 <z <1, la valeur du dépassement relatif d’ordre k est donnée par
I’'abaque ci-dessous ou par la relation :
As(ty) -4 —zkn 2D
S’ —A4S, n
Dyy, = |—2—=2 = eV1-22 7= | Tk%
0 ASeo 2 +In? Dy,
(1) Théoriquement, il y a — lorsque z = 0,69, il existe un seul dépassement™ > 1% qui vaut D19, = 5% ;
toujours une infinité de
dépassements. Démonstration des valeurs des dépassements
. 7 , T
Expérimentalement, ils En regardant la partie 6.6 pour 0 < z < 1, le k'™ dépassement en 7"vaut :
sont atténués par le KT 20 k2m —zkm
q I _ sl —ZWg
f(rotfe'ment/usqua Dk% — g 2003 — g 2w, [1—72 S [1-72
équilibre.
Lien entre z et Dyg, :
Pourk =1,
V1=22InDyy, = —zm = (1 — z?)In?Dyy, = m222 = IN?Dyo, = T22% + 2%In* Dy,
In2D . n20,05
= z= |[——%_ |3 courbe la plus rapide est pour : ———— ~ 0.6901
2 +1n?Dyo, m2+In20,05
Abaque des dépassements relatifs Dics 1
Exemple : Donner les dépassements relatifs
Y pour les échelles log, 0.5

supérieurs a 1% pour z=0,3
on retiendra : P P !

log (2) = 0,301 = 0,3 ; 7
Pour z=0,3 il y a 4 dépassements

supérieurs a 1%.
log (5)=0,699~07  On lit graphiquement avec I'abaque :

log (3) =0,47 = 0,5

0.1
D;% = 35%
D,% = 13%
D3;% = 5%
D4% = 2%
0.01 : i
0.01 0.1 0.2 05 07 z
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(1) C’est I'intervalle de
temps correspondant au
motif des oscillations
amorties de la réponse,
voir 5.6.

(2) Parfois appelé
pulsation amortie wy,.
C’est la pulsation des
oscillations amorties de la
réponse.

(3) Le temps de réponse
réduit n’est pas un temps !

Tout comme D, n’est pas
une distance.

(4)

Pseudo-période

avec:
— la pseudo-période™ vaut

T

2m

Lorsqu'il y a dépassement 0 < z < 1, ces derniers ont lieu toutes les demi-périodes,

2m |

Contrairement au dépassement, la valeur de la pseudo-période T,, dépend de z et w,

P woV1-22 Wp !
la pseudo-pulsation vaut w,, = weV1 — z?2 en rad/s.

. . - . 1
La relation entre fréquence et période est donnée par f = 7= 2

21

Temps de réponse et temps de réponse réduit

Contrairement au dépassement, la valeur temps de réponse a 5% dépend de z et w,,

lorsque 0 < z < 1, t,50, est grand car le modeéle est peu amorti ;
lorsque z = 0, 69, t,.5q, €st minimal et D;o, = 5% ;

lorsque z = 1, il s’agit du modele sans dépassement le plus rapide.
lorsque z > 1, t,5q, est grand car le modeéle est tres amorti ;

Le temps de réponse réduit® ne dépend que du coefficient d'amortissement z du
systeme étudié. Il est sans unité.

Il n’existe pas d’expression simple qui permet de calculer t,50,. On utilise I'abaque ci-
dessous qui nous donne la valeur du temps de réponse réduit, définit par t,.5o,wq (sans
unité) en fonction du facteur d’amortissement z. Deux valeurs sont a connaitre :

3
— | lorsque z = 0,69, trsyWo = 3 = trg = o
5
— | lorsque z =1, trsp@Wo ® 5 = trgy ® o
Abaque du temps de réponse réduit
A un facteur d'amortissement LrsopWo 1000
correspond un temps de réponse
réduit.
Par conséquent, pour un méme
facteur z, plus w, augmente, plus t,s,
diminue et donc plus le modele est 2 oo
o 1
rapide(®. @ \
[4}] . -
Exemple : Tracer le temps de S 1R
réponse réduit pour z = 0,69 et b =
z=1. 3 L
g 10 ]
E
s -~ /
1
0,01 01 1 10
Coefficient d’'amortissement Z
Bilan
Le gain statique K caractérise le comportement du modele en régime permanent :
As,, = KE|.
Le facteur d’amortissement z et la pulsation propre w, caractérisent le

comportement du modeéle en régime transitoire :
— plus z est faible, plus les dépassements sont importants ;
— plus w, est faible, plus la pseudo-période est grande.
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7 ldentifier un modele de comportement

Un modeéle de connaissance est un modéle mathématique déterminé par application
de lois et principes de la physique.

Un modeéle de comportement est déterminé a partir de la courbe de sa réponse
expérimentale a un signal test.

7.1 Méthodologie
Il est parfois nécessaire, ou utile, de modéliser le comportement d'un systéme a partir de résultats
expérimentaux, sans passer par un modele connaissance. On utilise dans ce cas-la une méthode
d’identification. Cela consiste a rechercher un modéle en analysant la réponse du systeme a une
entrée test connue, de type échelon dans notre cas.
e Le systeme est considéré comme une « boite noire ».
e On le soumet a un échelon et on compare les réponses obtenues expérimentalement a un
catalogue de réponses types de facon a choisir un modéle de comportement (1¢" ordre, 26m¢

ordre...).
e On identifie les parametres de sa fonction de transfert sur les relevés expérimentaux et on

établit ainsi un modeéle de comportement du systeme.

Cette démarche permet d’obtenir un modéle qu'il convient de valider en comparant des
comportements prévus par simulation avec d'autres résultats expérimentaux.

Cette étape de validation permet aussi d'estimer le domaine de validité du modele.

Au regard des caractéristiques des réponses temporelles a un échelon des modeéles du 1°" et du 2°me
ordre présentées précédemment, la démarche d’identification est proposée ci-dessous :

DEBUT
On applique un signal
test échelon en entrée
du systeme

FIN
Systéme instable

La réponse présente
une valeur finale
constante ?

La réponse présente un
dépassement ?

La réponse présente une
tangente a l'instant initial
nulle ?

y

FIN FIN FIN
Modéle du 2eme ordre Modéle du 2eme ordre Modeéle du 1er ordre
oscillatoire (z < 1) apériodique (z > 1)
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7.2 Identification temporelle d’un 1°" ordre
s(t) [mm]
Exemple : considérons un systeme dont 8
la fonction de transfert est inconnue et
dont la réponse a un échelon !
d’amplitude E, = 2mm, obtenue 5
expérimentalement, est donnée ci-
contre. Proposer une modélisation du 5
systeme.
g
3
2
IJ?UJIU 0.042 0.044 0.046 0.048 0.050 0.052 0.054
t[s]
Démarche pour un ler ordre :
Les parameétres caractéristiques d’un modele du premier ordre sont identifiés ainsi :
— K a partir du relevé de la variation totale de la sortie et en utilisant la relation
As,, = KE|, (attention aux conditions initiales) ;
— 7 a partir du relevé de la durée pour atteindre 63% de la variation totale de la
sortie.
La valeur finale est constante, la tangente a linstant initial est non nulle, il n'y a pas de
dépassements. On identifie donc la courbe avec un modéle du ler ordre :
H =
®) =17 p-
A3 - Identification de la valeur de K
. : A 5,8
A4 - On lit graphiquement As,, = KE;, = K = % M= 2,9mm
0
A5 -
A6 - Identification de la valeur de t
A7 -
A8 - On lit graphiquement s(t) = 0,63As,, = 0,63.5,8 = 3,6 mm
A9 - On en déduit I'antécédent t = 3 ms
A10- Modele de comportement
. X 2,9
Donc, on peut choisir comme modéle de comportement : H(p) ~ 3105
7.3 Identification temporelle d’un 2°™¢ ordre pseudo-périodique
s(t) [mm]
60
Exemple : considérons un systeme
dont la fonction de transfert est <
inconnue et dont la réponse a un
échelon d’amplitude E, = 2 mm, %0
obtenue expérimentalement, est
donnée ci-contre. Proposer une
e . 30
modélisation du systeme.
20
t [s]
10
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
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Dans le cas d’'une réponse a un échelon avec dépassement, les caractéristiques du
28me ordre sont identifiées ainsi :

K a partir du relevé de la variation totale de la sortie et en utilisant la relation
As,, = KE, (attention aux conditions initiales) ;

z a partir du relevé de la valeur du premier dépassement D1y et :
en utilisant I’abaque qui lie le dépassement au facteur d’amortissement
ou en utilisant la formule des dépassements relatifs :

—ZT
In2Dqq
Dy, =eV1-2 & z = [5—7— &
m“+Iin“Dyo,

o a partir
du relevé de la durée de la pseudo-période T,, et en utilisant formule de la
seudo-période [T, = —=
p p L4 woV 1-z2

ou a partir du relevé de la durée t, 5o, et en utilisant I'abaque qui lie le temps de
réponse réduit t,so,w, et le facteur d’amortissement (mais cette seconde
méthode est moins précise).

La valeur finale est constante, la tangente a I'instant initial est nulle, il y a des dépassements. On
identifie donc la courbe avec un modéle du 2eme ordre oscillatoire (z < 1):

All- H(p) =

K

2z 1
ZZE >
*aoP Y ogZP

A12 - Identification de la valeur de K

ASeo

A13- On lit graphiquement As,, = KE, = K = e ? ~ 14 mm
0

Al4 -
A15 - |dentification de la valeur de z
Al6 - Méthode 1 : abaque
Al7 - On lit graphiquement D; = 52 — 38 = 14 mm
A1S8 - Dio, = A’Z—; z%zO,SzSO%
A19 - On utilise I'abaque (page 20) Dyo, = f(2) et on lit graphiquement z = 0,21
A20 -
A21- ou Méthode 2 : formule
A22-  On utilise la formule des dépassements relatifs : z = anlflzg;/"l% ~ \/nzl:lf:;ils ~ 0,21
423-  ldentification de la valeur de w,
A24 - Méthode 1 : abaque
A25 - On lit graphiquement le temps de réponse t,5q, = 140 ms
A26 - On utilise I'abaque (page 21) t,5,wo = f(2) et on lit graphiquement pour z = 0,21
trsoWo = 12 = wy = 2~ 2 ~o93 rad/s
trsy 0,140

A27 -
A28- ou Méthode 2 : formule

On lit graphiqguement T, = 67 ms

21 21 21
T T TNT 22 006710212 9> radfs
A29 - Modéle de comportement
A30- Donc, on peut choisir comme modele de comportement :
14
HEASE LZ02 1
93 P T o32?
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7.4

(1) Et non pas les valeurs
de z et w.

7.5

Identification temporelle d’un 2°™¢ ordre apériodique

s(t) [mm]
Exemple : considérons un systeme dont la : : : : : : :
fonction de transfert est inconnue et dont 12} f f :
la réponse a un échelon d’amplitude Eg =  19L...... i O oru iU N
2 mm, obtenue expérimentalement, est : :
donnée ci-contre. Proposer une
modélisation du systéme.

o N OB OO0
T

t[s]

Identifier le systéme revient alors dans ce cas a déterminer les valeurs du gain statique K, et des
deux constantes de temps 7, et 7, %),

Dans le cas d’'une réponse a un échelon sans dépassement, mais avec pente nulle a
Pinstant initial, les caractéristiques du 2°™ ordre sont identifiées en supposant que
pour t suffisamment grand, la courbe est assimilable a la réponse d’un premier ordre
de constante de temps 72, avec un retard 71. Les caractéristiques sont déterminées
ainsi :

— K a partir du relevé de la variation totale de la sortie et en utilisant la relation
As., = KE, (attention aux conditions initiales) ;

— Latangente au point d'inflexion atteint I'axe des abscisses en 7 ;

— Latangente au point d'inflexion atteint la valeur finale de la sortie en 7; + 7,.

La valeur finale est constante, la tangente a I'instant initial est nulle, il n'y a pas de dépassements. On
identifie donc la courbe avec un modéle du 2eme ordre apériodique (z = 1):

K

A31- H(p) = (1+71p)(1+72p)

A32 - Identification de la valeur de K

A33-  Onlitgraphiquement As,, = KE;, = K = A;—w ~ % ~ 6mm
0

A34 -

A35 - |dentification des valeurs de 7, et 7,

On trace la tangente au point d'inflexion. On lit graphiquement
;=055 ety +17,55s =1,~45s

A36 - Modélisation de comportement
A37 -

Donc, on peut choisir comme modele de comportement :

K
H®) =7705 p)(1+ 4,5 p)

Réduction de I'ordre d’un modele

Plus on modélise finement un systeme réel, plus sa fonction de transfert est d’un ordre élevé. En
paralléle, on constate que son comportement dynamique reste trés voisin de systeme de fonction de
transfert d’ordre inférieur. Si les différences comportementales sont faibles, il peut étre intéressant,
de substituer au modele complexe un modele simplifié, dont I’étude est plus économique.

S’ils sont suffisamment éloignés des poles dominants, les péles a partie réelle négative peuvent étre
négligés.
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(1) Par exemple pour un
MCC, on aura T, K T,,.

8.1

Exemple : MCC

K K
(+7ep) A+ Tmp) wm(t) 4 Hn (p) =

Wy (t) 4 Hy(p) =

1+Tmp

To & Ty

>

Modeéle fin (ordre élevé) Modeéle approché (ordre faible)

Trés souvent® lorsque z > 1, on étudiera un systéme ol une constante de temps est
négligeable devant I'autre T; < 7. On est alors en présence d’un p6le dominant et on
peut alors se ramener a un modele du 1¢ ordre.
K K
H(p) = ~

(1+T1p)(1+12p)  1+72p

Analyse fréquentielle

L’analyse fréquentielle (ou harmonique) d’un systéme s’intéresse a sa réponse a une
sollicitation périodique. Elle permet de prévoir son comportement lorsqu’il est soumis a des entrées
sinusoidales, ce qui est indispensable en phase de conception de certains systémes.

Par ailleurs, comme cela a été mis en ceuvre plus tét
dans l'année avec la réponse temporelle a un
échelon, la réponse fréquentielle d’un systéme
linéaire continu et invariant permet aussi d’identifier
sa fonction de transfert en vue de lui associer un
modele approché.

Enfin, notons que [I'analyse fréquentielle est
également a la base des méthodes de conception des
correcteurs traitées en 2¢™ année.

Systéme dont I'amplitude des oscillations
du signal de sortie doit étre atténuée.

Caractéristiques

Soit un systéme linéaire continu et invariant de grandeurs d’entrée e(t) et de sortie s(t) caractérisé

par I'’équation différentielle a coefficients constants : e(t) s(t)
consigne sortie
d"s me —| Systeme |——
anw(t) + -+ aos(t) = bmdt—m(t) + -+ boe(t)

L’expression temporelle de la sortie, solution de I’équation différentielle, est la somme des solutions
générales de I'équation sans second membre et d’une solution particuliere avec second membre. On
note que :

- les solutions générales caractérisent le régime transitoire de la sortie ;
- la solution particuliére caractérise le régime permanent de la sortie.

Ces considérations permettent de montrer que :

Pour une entrée sinusoidale, la sortie en régime permanent d’un SLCI est aussi un
signal sinusoidal.
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(1) Appelé aussi réponse
forcée ou régime établi.

8.2

(1) Le décibel est une unité
sans dimension est utilisé
pour comparer de grandes
plages de variation.

Le 20 sert a comparer des
grandeurs d'effort ou de
flux.

(2) Attention, car c’est le
gain en décibel G ,5(w) qui
est relevé sur le
diagramme. Il faut ensuite,
a partir de cette valeur,
calculer le gain G(w).

Tout SLCI, soumis a une entrée sinusoidale e(t), s(t) en régime permanent

d’amplitude E, et de pulsation w, présente ¢ — Penrad - (ici
une réponse en régime permanent sinusoidale : 4 &=,
- de méme pulsation w [en rad/s] ; Eo |~ :
- de déphasage ¢ [enrad ou en °] ; So [f-- '

- d’amplitude S, différente.

| 1 t:
sie(t) = Eysin(wt) = s(t) = Sysin(wt + @) / \>ZE/ \>L:/ el
| 1

1 2rm
= =
A une pulsation w donnée du signal d’entrée, quelle que soit 'amplitude E, du signal

d’entrée :

le rapport =2 , appelé gain [unité de Sortie] est constant ;
PP Ey’ PP g unité drentrée]’ !

- le déphasage ¢, appelé phase [en rad ou en °], est aussi constant.

Les courbes de gain G(w) =;—°(w) et de phase ¢@(w) caractérisent alors le comportement
0

fréquentiel du modeéle. Une fois connues, elles peuvent donc permettre de prévoir la réponse du
modele a n’importe quelle entrée sinusoidale.

Diagramme de Bode

Afin de faciliter I'interprétation des évolutions du gain et de la phase en fonction de w, on utilise une
représentation graphique du comportement fréquentiel.

Le diagramme de Bode est constitué de deux courbes tracées I'une en dessous de
I’autre en utilisant une échelle logarithmique en abscisse :

— le diagramme de gain en dB|GdB (w) = 20 log G(w)|<1) :

— le diagramme de phase ¢ (w), avec ¢ (w) en radian ou en degré.

Par lecture du digramme de Bode, on peut déterminer I’expression du signal de sortie :

Gap(w)

s(t) = EyG(w)sin (wt + @(w))|? avec G(w) = 10 20

Exemple : Donner la réponse temporelle du systéme ci-contre lorsqu'il est soumis a une entrée e(t) =
10 sin(40t).
Gap(w) [dB]

On lit graphiquement pour w = 40 rad/s :

G,5(40) = 20logK = —12 dB 20
12
= G =10 20 = 0,25
et ; o [rad/s]
COIEESED 0,01 0,1 1 10 100
On a donc i _20.
s(t) = 2,5 sin(40t —-) T
2 o
p@ I,
0 w [rad/s]
0,01 0,1 10 100
—4571
—90 |
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Pour bien appréhender un diagramme de Bode, il est nécessaire de connaitre certaines de ces
particularités :

— [l"écart entre w et 10w est appelé une décade ;

— sur I'échelle logarithmique, il n’y a pas d’origine des abscisses (pas de 0) et le tracé
ne concerne qu’une plage de pulsations judicieusement choisie sur 3 ou 4 décades ;

— un gain de 0 dB correspond a un gain de 1, soit E, et S, de méme amplitude ;

— un gain en dB positif correspond a S, > Ej ;

— un gain de 0 dB correspond a Sy = Ej ;

— un gain en dB négatif correspond a Sy, < Ej ;

— 20dB = 2010g(10) correspond a un gain de 10, soit S, = 10E,, —20dB a un gain
de 1/10.

Gain et phase

Les équations des courbes de gain et de phase d’un systéme peuvent étre déterminées a partir de sa
fonction de transfert.

Pour I'analyse fréquentielle, la fonction de transfert complexe H(jw) est obtenue a
partir de la fonction de transfert H(p) en remplagant p par jw :

H(p) = H{jw)

Le gain G(w) et la phase ¢(w) s’obtiennent a partir de la fonction de transfert
complexe H(jw) avec:

6 = H({w)| | et | =arg(H(w)) |
module de la FT complexe  argument de la FT complexe

Le gain en décibel G,5(w) s’obtient a partir de la fonction de transfert complexe
H(jw) avec:

Gap(w) = 20log|H (jw)|

Démonstration : relation entre G (w) et |H(jw)|, relation entre ¢(w) et arg(H (jw))

Soit un systéme linéaire continu et invariant de grandeurs d’entrée e(t) et de sortie s(t) caractérisé

par I’équation différentielle a coefficients constants : e(t) s(t)
consigne sortie
dn dm \
an?z(t)‘F'“‘FaoS(t) - bmdt_n(i(t)"""‘i'boe(t) — Systeme |}——

Pour déterminer la solution de I'équation différentielle linéaire, on pose les variables complexes :
E = Eje/®t et § = Sye/(@t*® avec e(t) = Im(E) et s(t) = Im(S).

Les variables complexes vérifient I'équation différentielle :
n m

drs d™E
anw(t) + ot apS(t) = bmdt—m(t) + -+ boE(t)
= a,(jo)"S + -+ aoS = by jw)™E + -+ + boE

donc
S bp(jw)™+--+b
H(](u) —_=_ m(]' ) 0

E  ap(jo)*+-+ag
On reconnait la fonction de transfert du systeme ou la variable de Laplace p a été remplacée par jw.

_ 5o i® = G(w)el®
—Eoe =G(w)e

[&=1]In

De ces observations, on déduit que : H(jw) = G(w)e/?
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8.4 Filtre, pulsation de coupure et bande passante

Le gain en décibel, donc le gain, dépend de la pulsation du signal d’entrée.

(1) Cela peut étre vouluou  Un certain nombre de systémes sont concus™ tels que, en dehors d’une plage de pulsation, le signal

une conséquence des
limites de la technologie
utilisée.

de sortie est atténué. Cela implique que, si les variations de I'entrée se font a une fréquence en
dehors de la plage en question, le systéeme ne peut les suivre et la sortie est quasiment inexistante
car fortement atténuée.

On parle de filtre auquel est associé une bande passante BP_,, ;5 délimitée par des
pulsations de coupure.

Les pulsations de coupure sont définies a partir d’un gain de référence. |l existe plusieurs facons de
les définir, nous retiendrons :

Méthode analytique

Méthode graphique

W._34p : pulsation de coupure a -3 dB
Pulsation a partir de laquelle le gain

est atténué de 30% par rapport a une
valeur de référence G,

G(wc—SdB) = 70%Gref
= 0,7Gyef

Gap (wc—3dB) = ZOZogGref
+20log0,7

= Gpep — 3dB

We_gqp - Pulsation de coupure a -6 dB
Pulsation a partir de laquelle le gain
est atténué de 50% par rapport a une
valeur de référence G,.f

G(wc—édB) = SO%GTef
= OISGTef

Gap (wc—édB) = ZOZOQGref
+ 201log 0,5

= Grop — 6dB

NB : pour des filtres passe-bas

Gref =K et

Grefap = 201logK

Gap(w)[dB] A
Gref dB
BP_
Filtre passe-bande —3dB - o [(de " ]
- c—3dB1» Wc—-3dB2
w [rad/s]
1 1 >
We-3qp1  Wc-3dB2
Gap(@)[aB] 4
Gref ag  _
Filtre passe-bas BP_34p BP—3dB = [0: wC—3dB]
w [rad/s]
Gap(@)[aB] 4
Gref dB BP
Filtre passe-haut 7 [—de ool
- c—3dB»
. . [rad/s]
We_3dB

8.5 Stabilité a partir du diagramme de Bode

Un systeme stable a nécessairement sa classe nulle.

Si le systéeme est stable, le diagramme de Bode aura une asymptote en dB aux basses
fréquences horizontale. Et donc :

Gap(0) # o0
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8.6

8.7

9

(1) Ils pourront étre
ensuite utilisés sans
démonstration.

9.1

9.2

9.3

Rapidité a partir du diagramme de Bode

Un systéeme avec une large bande passante est apte a suivre des entrées rapides ou
des fréquences élevées.

Ainsi, une large bande passante caractérise un systéme rapide.

Préc

ision a partir du diagramme de Bode

Ainsi, si on suppose un systéme stable (donc nécessairement de classe 0) et précis, ce
dernier aura un gain statique K égal a 1.

Si le systéeme est précis, alors K = 1, donc G;45(0) = 20log K = 20log 1 = 0dB

Si le systeme est précis alors le diagramme de Bode aura une asymptote en dB aux
basses fréquences égale a 0 dB.

Réponse fréquentielle

Les réponses fréquentielles des fonctions usuelles™ sont les suivantes.

Modeéle proportionnel

H(p) =K|= H(jw)=K avec K>0 Gap(@)[dB]
20logK
{GdB((JJ) =20log G(w) =20logK w [rad/s]
p(w) =arg (Hjw)) = 0° >
p(@)[°]
w [rad/s]
0°
Modeéle intégrateur
=K i) = X Gap(@)[dB] |
HE) = 5| = H(w) =
—~ —20 dB/dec w [rad/s]
{Gdg((l)) =20logK —20log w \ >
= o(w) = —90° K
On a donc une pente de —20 dB/dec. ()]
w [rad/s]
Gag(w) =20logK —20logw =0dB = w =K 0° g
-90°
Modeéle intégrateur de degré 2
K N _ kK K Gap(w)[dB]
H(P)—p—z =>H(Iw)——(jw)2— — -
\ —40 dB/dec [rad/s]
{GdB(w) =20logK —40log w >
- p(w) = —180° ﬁ\
o@r |
Gap(w) = 20log K —40log w = 0dB = w = VK “’[fad/sl
0° >
-180°
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9.4 Modeéle dérivateur
H(p) = Knl= H(iw) = K i Gap(w)[dB] 1
(p) P (]OJ) J@ +20 dB/dec
G 3} [r(}d/s]
:{ ag(W) = 2010gK+°2010gw T >
o) =490 2
P[] 4 K
Gap(@) = 20log K +20logw =0dB = w ==’ © lrad/s]
9.5 Modeéle du 1°" ordre
GaB(w)[dB] 4
—_K |__X 20logK _
H(p) 1+1p 1+7jw N
Comportement asymptotique o [rad/s]
1
= 20logK @I '
B : Tim, H(jw) sz{GdB(w) 0 og p(@)[°]
w-0* p(w) =0 1 .
HF : 0° = wlrad/s)
lim HGo) = & = {GdB (w) = 20logK — zoo log(tw) .o | O\
w—+oo Jjrw o(w) =-90 —o0° N
La pulsation de cassure w, correspond a la pulsation du point d’intersection des
asymptotes.
1
20logK = 20logK — 20logtw, = w, = —
On a également w._345 = Weassure = 2
Comportement réel
Gyp(w) = 20logK — 20logV1 + 1202
¢(w) = —arg (1 + jtw) = —arctan (Tw)
H(w,) = K - K . {GdB(wc) =20logK — 2010g\/2 = ZOIo;gK —3dB
14j7= 1+ p(w) =—arg(l+)) =—45
T
9.6 Modéle du 1°" ordre inverse
Ggp(w)[dB]
1 +3dB
H(p) =K1 +m)|=K(1 + tjw) 20logK +20 dB/dec
w [rad/s]
N Gap(w) = 20logK + 20log V1 + t2w? 1 g
¢(w) = arg (1 + jtw) = arctan (Tw) o(@)[] T
900 r' N
Par analogie avec I'étude précédente : 45° ;
0° / w [rad/s]
- >
T
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9.7

(1) =20 log 2z peut étre
positif z < 0,5 ou négatif
z>0,5.

(2) Le diagramme de
Black est hors programme.

Modele du 2™ ordre

H( ) K K K
p)= 2z 1 = 2z . 1 . = w? 2zZw
1+w—0p+w—02p2 1+w—0]w+w—02(]w)2 1_w—02+jw—0
Comportement asymptotique
o Ly Gyp(w) = 20logK
BF.a}LrBl+H(]w)—K=>{ o(@) = 0°
o K Ggp(w) = 20log K + 401log(w,) — 40log(w)
HE: Jim, H(jw) == = | p(w) = —180°
20logK = 20logK + 40log(w,y) —40log(w.) = w. = wy
Comportement réel
w?\? 2zw\?
Ggp(w) = 20logK — 20log (1 ——2) + (—)
Wy Wy
= 220
¢(w) = —arctan w"wz [+180° si w > w,]
1--=
Wy
. K K K Gap(wy) = 20logK — 20log2z @
H0w0)= oo .zzw0=T=_]2_=>{ dB( 0) g_ . g
1-807, 2200~ j2z z o(wy) = —90
siz<1:
Gas(w)[dB] 4 ez
as(w)[dB] Qs = ~20 log (22 T2 2 <=~ 0,707
V2
< _——— z>—= 0,707
7 2
20logK —20log (22)
T~ w [rad/s]
r = woV 1 - 227 ~40 dB/dec
P(@)[] ¢
0 wo w [rad/s]
—90° \
—180° k

On appelle lieu de transfert le lieu des points de coordonnées (w, ¢ (w), Gzz(w)). On peut le tracer :

GdB A

Diagramme de Black®? :

Gag = f ()

w-0

Diagramme de Bode en gain :

Gap = f(w)

Diagramme de Bode en phase :

Gap = (@)
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Résonance, pulsation de résonance et facteur de surtension

Pour certaines valeurs du facteur d’amortissement z, la courbe de gain peut présenter un
extrémum :

. 1 . . . .
o siz< oA 0,707, la courbe de gain présente un maximum pour la pulsation de

(1) A ne pas confondre résonance w, (1)

avec la pseudo-pulsation : Gup (wo) =20 log Kl=20 log(Zz)

W, = woV1 — 22
P Gyp(w,) = 20logK —2010g(22\/1 — zz) avec|w, = woV1 — 222
Pour 0,707 <z <1, la
réponse temporelle a un 0 dB(Z)

échelon présente des

, ) Le facteur de surtension en dB Q45 varie de 0 a +oc0 quand z varie de 0,707 a 0.
dépassements, mais la

réponse fréquentielle ne La pulsation de résonnance w, varie de 0 a w, quand z varie de 0,707 a 0.
présente pas de q
résonance. o siz> =7~ 0,707 alors la courbe de gain est strictement décroissante, il n’y a pas
(2) Avec Q le coefficient de de résonance.
surtension :
_ HGw)| _ 1

Démonstration de I'existence d'une pulsation de résonnance :

TOH@GO) T 2zv1-22

] w? 2zw\*
Ggp(w) = 20log |H(jw)| = 20log(K) — 201log 1- 3 + (w—)
0 0

= 201log(K) — 201log (\/(1 —u?)? 4+ 422u2)
en posantu = wi la pulsation réduite,
0
Un extremum de G45(w) existe si P(u) = (1 — u®)? + 4z%u? a un extremum, soit si Z—Z (u) = 0.

Avec 22 (u) = 2(-2u) (1 — u?) + 4z%2u = 4u(22% — 1 +u?),

dp u =0 soit (w = 0) = impossible en régime fréquentiel
—Ww)=0&

1
du u? =1-2z2 = possible si1l—2z% > 0 soit z < NG ~ 0,707

et pouru = V1 — 222 soit w, = wyV1 — 222,

Gas(w,) = 201og(K) — 20 log (J(2z2)2 +4z2(1— 222))
= 201log(K) — 20log(y/4z%(z> + 1 — 222))
= 20log(K) — 20log(2zV1 — z2)

@ (w,) n"est pas une valeur particuliere.

Cas particulierouz>1

K _ K
225, 1 52T (Q4Typ)(1+T
1+w0p+w02p (1+71p)(A+712p)

Pourz>1,H(p) =

qui est un produit de 2 fonctions de transfert du 1° ordre de constantes de temps T,
et T,.

Leurs diagrammes de Bode s’additionnent.

. 1 1 Py . s .
Si w.y =— et w,, =— ont plus qu'une décade de différence, les deux diagrammes
1 T2

réels influent peu I'un sur l'autre.
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siz>1: Gap(w)[dB]

A
20logK
—20 dB/dec
—40 dB/dec
w [rad/s]
1 1 \
o o
()] 4
0 w [rad/s]
—-90°
—180°

9.8 Cas général

Propriétés des diagrammes de Bode

(1) Si la distance qui 3 . X
sépare les différentes Les modules en dB et les arguments en degrés s’ajoutent quand les fonctions de transfert
pulsations de cassure est se multiplient.®)
trop faible (<1 décade) les
courbes réelles se
chevauchent.

9.9

Méthodologie

Méthode de tracé d'un diagramme de Bode

Etape n°1: mettre la fonction de transfert sous la forme d’un produit de fonctions
usuelles — intégrateurs d’ordre a puis 1" et 2" ordre, 1" et 2°™® ordre inverses...

Produit de 1°" ordre inverse Produit de 2¢™¢ ordre inverse
Gain statique \ ______________________
\ e R 2z, 1\ e
P y ~ \\ i 1+_l +_ 2 s \\\
e SR 1 EYCE 57 1 G Lt S
P T TRA ) 1 Y '
N n nP 7. J 2) > e
L R
Intégrateur de Produit de 1° ordre Produit de 2em¢ ordre

classe a

Regrouper les gains statiques K de toute la fonction de transfert H(p).

, . 1
Etape n°2 : classer les pulsations de cassure ( — pour un 1°" ordre et w, pour un 2"
ordre) correspondantes dans un ordre croissant.

Etape n°3:
— on trace en couleur les différents diagrammes asymptotiques des fonctions de
bases en notant les pulsations de cassure ;

— on trace en couleur la fonction totale en notant les pentes, la valeur des
asymptotes horizontales ;

Etape n°4: tracer l'allure de la courbe réelle en placant certains points particuliers
connus ou déterminés a I'aide de la calculatrice.
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Méthode pour identifier un diagramme de Bode

Etape n°1 : tracer I'asymptote BF de la courbe Ggp

- si celle-ci est horizontale, le modele de comportement ne contiendra pas de
dérivateur ou d’intégrateur. On détermine K avec G4 = 20log K.

- si celle-ci est décroissante ou croissante, le modele de comportement contiendra un
intégrateur ou un dérivateur. La pente permet de déterminer la classe (—20dB/
dec > a =1,—-40dB/dec = a = 2,...). Cette asymptote BF coupe I'axe des 0dB

en K, \/R, ou %

Etape n°2 : tracer les tangentes a la courbe Ggg

Chaque tangente correspondra a un modele du ler ordre ou du 2eme ordre a ajouter
au modele de comportement.

Déterminer les pulsations de cassures avec les intersections, si celles-ci sont éloignées
. L, 1
d’au moins 1 décade ( —pourun 1°" ordre et w, pour un 2" ordre)

Les asymptotes de la phase sont des multiples de 90°.

Etape n°3 : relever la valeur de G,g aux pulsations de cassures des 2¢™ ordres

Cette valeur, —20log(2z), permet de déterminer la valeur de z.

9.10 Bilan du comportements temporel et fréquentiel d’'un modéle du 2éme ordre

s(t)

Comportement
temporel

:: INSTABLE
T

FELIISSSS,
j Régime pseudo-périodique Régime apériodique

0 1/42 1 Z

/A Résonant Non résonant
(CET: Gas Gas

] ® —~\ © i

Comportement
fréquentiel
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QUESTIONS DE COURS

- citer les 4 signaux test utilisés pour évaluer les performances des systemes continus ;

- citer les 3 types de performances évaluées sur les systemes continus, ainsi que les critéres permettant de les
mesurer ;

- donner les expressions du dépassement absolu et du dépassement relatif ;
- donner la définition du temps de réponse a 5% ;

- donner les définitions de I'erreur et de |'erreur statique, absolue et relative.
- indiquer I'intérét d’utiliser la transformée de Laplace ;

- a quel rapport correspond la fonction de transfert d’un systéme ou d’un constituant ? Donner sa forme
générale en précisant gain statique, classe et ordre ;

- donner la méthode permettant d’obtenir cette forme pour une fonction de transfert ;
- donner la condition fondamentale de stabilité ;

- quel type de podle génere des oscillations ;

- donner le théoréme de la valeur finale, et celui de la valeur initiale ;

- donner les transformées de Laplace des entrées tests ;

- donner la valeur de l'erreur statique absolue et relative d’'un modele stable non perturbé soumis a un
échelon ;

- donner la valeur finale d’'un modele stable non perturbé soumis a un échelon ;

- qu'est-ce qu’un systeme asservi ?

- représenter la structure générale d’un schéma-bloc d’'une grandeur asservie ;

- expliquer chaine directe et chaine de retour ;

- donner la relation entre les fonctions de transfert de I''lHM et du capteur ;

- expliquer la simplification de blocs en série, en paralléle, en boucle fermée.

- représenter la structure générale d’un schéma-bloc d’une grandeur asservie perturbée ;

- par quoi se traduit une équation a 3 variables dans un schéma-bloc ?

- comment détermine-t-on la sortie d'un modeéle a n entrées ?

- un systéme asservi est-il toujours bouclé ? La réciproque est-elle vraie ? Donner un exemple.

- donner les fonctions de transfert des modeles proportionnel, dérivateur et intégrateur puis donner les graphes
représentant leur réponse a un échelon ;

- donner la fonction de transfert d'un modele du ler ordre ainsi que ses parametres caractéristiques, puis
donner le graphe représentant sa réponse a un échelon. Indiquer les points caractéristiques sur ce graphe
(temps de réponse, variation totale de la sortie) ;

- donner la fonction de transfert d'un modéle du 2éme ordre ainsi que ses parameétres caractéristiques, puis
donner le graphe représentant sa réponse temporelle a un échelon. Indiquer les points caractéristiques sur ce
graphe (variation totale de la sortie...) ;

- dans quel cas la sortie d’'un modele du 2éme ordre présente-t-elle des oscillations amorties ?
- combien y a-t-il de dépassement >1% pour le cas z=0,69 ? Donner leur valeur ?
- donner I'expression qui permet de quantifier un dépassement relatif ;

- donner les expressions de la période et de la pseudo-pulsation pour un 2éme ordre dont la réponse est
oscillatoire amortie ;

- a quels instants, les 3 premiers dépassements s’effectuent pour un 2éme ordre dont la réponse est oscillatoire
amortie ?

- on désire un temps de réponse le plus faible possible pour un modéle du 2éme ordre. Que faut-il faire ? 2 cas
sont a envisager ;

- comment détermine-t-on le temps de réponse pour un modéle du 2eme ordre ?

- que vaut le temps de réponse réduit pour z=0,69 et z=1 ? Quel est son unité ?

- donner la fonction de transfert d’'un modéle a retard.

- expliquer la méthode d'identification d'un modele de comportement du ler ordre ;

- expliquer la méthode d'identification d'un modele de comportement du 2eme ordre oscillatoire ;

- expliquer la méthode d'identification d'un modele de comportement du 2eme ordre apériodique.

- donner les caractéristiques d'un comportement fréquentiel ;

- donner les méthodes analytique et graphique permettant d’obtenir la(les) pulsation(s) de coupure a -3dB.

- comment peut-on évaluer les comportements en stabilité, rapidité et précision par lecture d’un diagramme de
Bode ?

- donner les diagrammes de Bode des fonctions de transfert des systemes proportionnel, intégrateur,
intégrateur double, dérivateur, dérivateur double, ler ordre et 2eme ordre. Indiquer les points caractéristiques
sur ces graphes.

- expliquer la méthode d’identification d’'un modele de comportement a partir d’'un diagramme de Bode.
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Cinématique
du solide indeformable
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(1) La géométrie est I'étude
des positions.

(2) @ Découverte : les
secrets de fabrication des
Bugatti
https://youtu.be/29cQbihJ

1.2

1iA

Introduction

Contexte

L’objectif de ce cours est de valider les performances cinématiques imposées du cahier des
charges que doivent respecter les concepteurs de mécanismes

La cinématique est I'étude des mouvements, indépendamment de leurs causes.

Il s’agit de s’assurer que les mouvements des piéces qui les constituent s’exécutent parfaitement
suivant des courses et a des vitesses maitrisées.

La course est la distance parcourue entre les deux positions extrémes.

domaine

grandeurs physiques

géométriel

[longueur] et [angle]

cinématique

[longueur], [angle] et [temps]

dynamique

[longueur], [angle], [temp

s] et [masse]

On déterminera alors les lois de commande en mouvement a imposer aux actionneurs de chaque
chaine de puissance constituant le systeme. Ces lois se détermineront en deux étapes :

- la premiére consiste a déterminer les lois de commande en mouvement a imposer aux
effecteurs afin de répondre au cahier des charges ;

- et la seconde quant a elle consiste a déterminer les lois entrée-sortie cinématique de chaque
transmetteur pour en déduire les lois de commande en mouvement a imposer aux actionneurs.

Informations Informations
entrantes sortantes
COMMUNIQUER >
. Images de .
Consignes. i P Commandes de Informations
utilisateur ct:{nSIgnes Perlphen_que- de signalisation § utilisateur
ACQUERIR utilisateur communication | > RESTITUER T
Interface de CODER N TRAITER Interface de
communication H/M MEMORISER communication M/H
Convertisseur Unité de commande
ACQUERIR analogique / numérique Commandes
Grandeurs
physiques Capteurs Chaine d'information
Matiére d'ceuvre
[ | entrante
pui Puissance Puissance Puissance Puissance
uissance disponible délivrée convertie adaptée
entrante =
ALIMENTER —| MODULER et ADAPTER et &
DELIVRER =|  CONVERTIR TRANSMETTRE AGIR g
Unité d'ali -
Pré-actit Acti Transmetteur &
|
STOCKER 2
H
Unité de stockage Chaine d'énergie-pui sance '&‘

La Bugatti Chiron

L’entreprise Bugatti®, est

francaise et alsacienne, leader mondiale dans le
domaine de l'automobile de luxe. Son site de

production se situe a Molsheim.

En 2016 Bugatti annonce un nouveau
modele, la Bugatti Chiron, du nom du pilote
automobile monégasque Louis Chiron

1979).

Pilotage des
transmetteurs

une entreprise

(1899-

Matiére d'ceuvre
sortante

Pilotage des
effecteurs
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(1) Par exemple, le
capuchon du pneumatique
qui pése 2,5 g subira une
accélération de

3000 g a 420 km/h et
pesera 7,5 kg ! 2

(2) Une piéce ou un groupe
de piéces assemblées
(collées, soudées,
vissées...)

entre elles.

2.1

2.2

(3) Pour deux solides 1 et
0, il y a donc deux
mouvements associés ;

1/0 et 0/1. 2.3

Mathématiquement, un
mouvement est défini
comme I’évolution au
cours du temps de 4
points, mais ce n’est pas
I'objet de ce cours.

(4) La notion de point
coincident est en
conséquence posée dés le
départ.

La Chiron reprend le méme moteur a combustion constitué de 16 cylindres disposés en W
de la Bugatti Veyron tout en I'améliorant, piece par piéce pour en obtenir une puissance et un couple
accrus sans modifier la cylindrée.

La cylindrée est le volume de fluide refoulé par tour de I’arbre moteur.

Chaine de puissance de la Chiron

Moteur a combustion W16

Véritable cathédrale mécanique, ce moteur développe 1500 ch et propulse I'engin a
490 km/h, vitesse limitée électroniquement par le constructeur. Celle-ci pourrait avoisiner les
500 km/h mais les pneus qui pourraient soutenir une telle vitesse n'existent pas encore. Michelin
travaille actuellement sur ce type de pneumatiques™.

En ao(t 2017, la Bugatti Chiron a battu le record du monde du 0-400-0 km/h en 41,96 s.

Modéle cinématique

L'objectif de cette partie est de découvrir des démarches et des méthodes permettant de décrire et
de caractériser les mouvements des solides® d’un mécanisme ainsi que les trajectoires de points
particuliers de ces mécanismes.

Mécanisme

Certaines chaines de puissance contiennent plusieurs transmetteurs. L'ensemble de ces
transmetteurs, qui permet le transfert de puissance mécanique, est appelé mécanisme.
Une machine est un systeme transformateur de puissance.

Un mécanisme est un sous-systeme de la classe des machines qui transforme la puissance
mécanique en puissance mécanique, autrement dit un systeme de transformation de mouvement.

Un moteur est une machine qui fournit de la puissance mécanique de rotation.

Equivalence solide, repére, espace

Un repére, noté R = (0, %, Y, Z), est constitué :

— d'une origine ;

— d’une base orthonormée directe.

On associe a chaque solide un repére. Au solide 0 sera associé le repére (0y, X, Vo, Zo), au solide 1 le
repeére (04,%1, 1, 2,), etc.

On parle indifféremment d’un solide, d’un repére qui lui est attaché ou de tout
I’espace des points fixes dans ce repere.

Un référentiel est I'association d’un repére de I'espace et d’'une échelle de temps.

Mouvement

Le mouvement 1/0 est le déplacement relatif d’'un solide 1 par rapport a un solide de
référence 0©),

Un mouvement met en jeu trois entités : le solide observé ; le solide de référence ; le temps.

i/j est le mouvement d'un espace affine par rapport a un autre espace affine. Ces deux espaces se
superposent a chaque instant®.
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2.4 Vecteur rotation

Au mouvement 1/0, on associe le vecteur rotation 51/0 dont :

— la direction est la direction de I'axe de rotation ;

— la norme en [rad/s] est I'intensité de la vitesse angulaire relative ;
— le signe est le sens du mouvement de rotation relatif.

2.5 Mouvements élémentaires

Rotation
Un solide 1 est en rotation par rapport a un solide 0 si et seulement si, il existe a
chaque instant une droite du solide 1 immobile par rapport au solide 0.
- ZO
Un mouvement de rotation entre deux solides 1 et 0, est Z
paramétrée par un angle a(t) en radian tel que : e
a= Yo, Y1) = (Zo, 1)
Il est représenté par une figure de changement de base. 7
r
( a’; -
Yo
. % =%
Translation

Un solide 1 est en translation par rapport a un solide 0 si et seulement si toute droite
de 1 conserve par rapport a |'objet 0 une direction constante au cours du mouvement.

Dans le cas d’un mouvement de translation entre deux solides 1 et 2, les bases sont
identiques : By = B; © (%9, Yo, Zo) = (X1, ¥1,2;) mais Ry # R;.

2.6 Parametres

On appelle paramétres du mouvement les grandeurs variables : A, X, y, z, r...
On appelle parameétres caractéristiques les grandeurs constantes : a, b, c,d, e, R, L, I...

2.7 Schéma cinématique et graphe des liaisons

Modele cinématique d’'un mouvement élémentaire

Un mouvement de rotation autour d'un axe

z 1 x 1
(4,%) est modélisé par une liaison pivot W B q
d'axe (4, X).

A ° 0 0

Les symboles normalisés sont : Symbole 3D Symbole 2D

Un mouvement de translation a trajectoire

- 1 )z
‘x/ — 1
rectiligne de direction X est modélisé par 1
une liaison glissiére de direction x.
0 0
0

Les symboles normalisés sont : Symbole 3D Symbole 2D

Axe et direction

On parle de liaison pivot d’axe (4,X) et de liaison glissiére de direction u :
— un axe est défini par : un point ET un vecteur ;

— une direction est définie uniquement par un vecteur.
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(1) Une CEC est un sous
ensemble de I'ensemble
des piéces indéformables
sur lequel s’applique une
relation d’équivalence :
réflexive, symétrique et
transitive. En
mathématique on
pourrait noter :

Cl(1) = 1={1,23}

(2) Un mouvement
possible n’est pas un
mouvement constaté.

Roue avant

gauche
~.

i

Train avant 7

Modeéle cinématique

L'étude des mécanismes s’appuie sur le parcours de chaines de solides, sur lesquelles on compose
les mouvements. Le graphe de structure et le schéma cinématique sont utilisés en phase d’analyse.

Un modele cinématique est constitué :

— de Classes d’Equivalence Cinématique!” (CEC) ;

— de liaisons.

Ils sont aussi utilisés en phase de conception d’un nouveau systéme car ils ne nécessitent pas de
connaitre la géométrie des pieces. Seules les positions relatives des liaisons ainsi que les
mouvements possibles sont pris en compte.

Les deux représentations, schéma cinématique et graphe des liaisons, sont aussi des outils de
communication scientifique efficaces.

Exemple : Schéma cinématique et graphe de structure d’une direction de voiture

Pignon-crémaillére

/

SRA- S

/' 10

Biellette
Roue avant
( droite
Joint de Cardan
2 /
Sphérique Sphérique
0
Volant - Sphérique Sphérique
\ 1

Schéma cinématique

Graphe de structure

Graphe de structure

Dans un graphe de structure :
— les CEC sont représentées par des nceuds ;

— les liaisons entre les solides sont représentées par des traits, le long desquels on
indique le nom et les caractéristiques géométriques de la liaison.

Le graphe des liaisons est graphiquement plus simple a réaliser qu’un schéma cinématique car la
géométrie n’est pas représentée.

Il permet d’étudier les équilibres et de définir les isolements.

Sciences industrielles de I'ingénieur

Page 74 sur 182 22/07/2022



Cours

CPGE

(1) Deux bijections :

Graphe de structure

==c Schéma cinématique

(2) Un schéma
cinématique a un objectif.
On parle parfois de
schéma cinématique
minimal lorsqu’on
représente le minimum
nécessaire a la résolution
du probléme.

3

3.1

(3) @ Dpans le domaine
de la robotique, la
maitrise des mouvements
et trajectoires est
indispensable :

90 second tour around
the Tesla Factory
https://www.youtube.co
m/watch?v=hOXaBto7qiY

(4) N’importe quel point
de I'espace peut étre
considéré comme fixe
dans un solide, y compris
un point ou il n’y a pas de
matiére.

Il s’agit de deux représentations” d’'un méme modéle de comportement cinématique, mais qui
mettent en avant des informations différentes.

O

Chaine ouverte Chaine fermée Chaine complexe

Dans une chaine ouverte, les paramétres sont indépendants. Chaque liaison est
motrice.
Dans une chaine fermée, les parametres sont dépendants. Une seule liaison est
motrice.

Schéma cinématique

Dans un schéma cinématique?:
— les liaisons sont représentées par des symboles normalisés ;

— les solides sont représentés par des traits reliant ces symboles.

Le schéma est dessiné en deux ou trois dimensions. En plus des symboles et traits de définition des
solides, on y trouve des points, des vecteurs et des droites.

‘ Il permet de visualiser les mouvements d'un mécanisme et de définir un paramétrage.

Trajectoire

Trajectoire

La trajectoire®® d’un point P fixe® dans un solide 1, par rapport & un solide de
référence 0, est le lieu des positions successives occupées par ce point au cours du
temps dans le repére de référence. Elle se note : Ty ,0(P)

C’est la « trace » laissée par le point au cours
du temps. Cela peut-étre :

— un arc de cercle (axe, centre et rayon) ;
— un segment de droite (droite) ;

— un point;

— une courbe quelconque.

Trajectoire du point de

contact roue/sol

Les trajectoires de points fixes dans un solide en mouvement de translation a
trajectoire rectiligne (liaison glissiére) sont des segments de droite.

Les trajectoires de points fixes dans un solide en mouvement de translation a
trajectoire circulaire sont des arcs de cercle de méme rayon.

Les trajectoires de points fixes dans un solide en mouvement de rotation autour d’un
axe fixe (liaison pivot) sont des arcs de cercle de méme axe.

Les trajectoires du chdssis/sol  Les trajectoires du balai des essuie- Les trajectoires de la roue
sont des segments glaces par rapport au chassis sont par rapport au chassis sont
des arcs de cercles des arcs de cercles
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4.1

(1) La vitesse d’un point
matériel par rapport a un
repére se note :

= d[oP]

Vyo(P) = @& 2

Par exemple, le centre de
gravité de 2 solides ; ou
encore la vitesse d’une
particule de fluide.

5

5.1

(2) Car sinon les
expressions des vitesses et
des accélérations seraient
encore plus longues.

5.2
(3) O(t)P(t)est une
fonction du temps.

La dérivée ne dépend pas
du repére, c’est la fonction
O(t)P(t) qui dépend du
repére

d’observation.

(4) Lorsque I'on parle
d’une vitesse, on doit se
demander « La vitesse de
quel point ? lors de quel
mouvement ? »

Mécanique du point

Point coincidant

Exemple : La roue de la Bugatti Chiron qui roule sur le sol

Troue/sol (P)

; ; ; Tsol/sol(P)

Un point

Sol

T/sol(P) w
Un segment

En un point géométrique de contact P entre deux solides, on distingue 3 points coincidents a un instant t :

— P e sol: c’est le gravillon fixe du bitume, sa trajectoire par rapport au sol est un point ;

— P eroue:il est attaché a la roue, sa trajectoire par rapport au sol est une cycloide ;

— P : point géométrique de contact, sa trajectoire appartient au sol. Elle représente les positions
successives prises par le point géométrique de contact entre la roue et le sol.

Vecteurs position, vitesse et accélération

Calculer une position, une vitesse ou une accélération d’un point est essentiel pour le mécanicien car
il est trés souvent attendu dans le CACF des contraintes cinématiques portant sur ces grandeurs.

Vecteur position

— O estun point fixe dans 0 ;

— Le vecteur pointe vers P.

Un vecteur position 0P d’un point P fixe dans un solide 1, dans son mouvement par
rapport a un solide de référence 0, est tel que :

Exemple : Ecrire le vecteur position du robot industriel ci-contre.

On écrit le vecteur position :

OP = 04 + AB + BC + CP = a#, + b, + cj3 + d¥,

On laisse ce vecteur exprimé dans des bases différentes.
Il ne faut surtout pas le projeter®?.

La courbe ainsi définie par ce vecteur position correspond a la 0

trajectoire Ty ;0 (P).

Vecteur vitesse

o d
V1/0(P) R

On appelle vecteur vitesse d'un point P dans le
mouvement 1/0 la dérivée temporelle d’un vecteur
position du point M, par rapport au repére R, :

[ﬁ]/g

Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire T; /o (P).
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5.3

5.4

(1) La relation de
dérivation vectorielle
s'appelle aussi la formule
de Bour.

(2) Attention, il faut
remplacer 4B par son
expression avant d’utiliser
la formule de dérivation
vectorielle !

Vecteur accélération

On appelle vecteur accélération d’un point P dans le mouvement 1/0 la dérivée temporelle
du vecteur vitesse du point M, par rapport au repere Ry :

d[‘71/o(P)]/0

n en [m/s?]

A)1/0(P) =

Relation de dérivation vectorielle

La dérivée par rapport au temps d'un vecteur AB dans une base 0 se calcule 3 partir de
sa dérivée dans une base 1 et du vecteur rotation du mouvement 1/0.

d [4B] d [AB] . S
—/02—/14‘01/0/\14 (1)(2)
dt dt

accroissement  rotation

Démonstration :

SoitAB =x %, +y ¥, + 2 Z,. PANEL
1 /B
a [4B] S L. S Y
D’une part t/1=>'<x1+yyl+zz1 xo)_c, yoy1 A
1

d[xX1]/0 _ d[cos8Xp+sin6¥ol/o

D’autre part = —0sin0%, + Ocos 0y, =0y, =07, A%, = 51/0 AXy

dt dt
d [4B] d [%] d[34] d 7]
/0 .= . .o 1l/0 1l/0 1l/0

On a donc p” =xxX,+yn,+z2z;+x ” +y ” +z ”

= J.CJ_C)l +y}_;1 + Z.Zl + x.ﬁl/o /\J_C)l + y.ﬁl/o /\5;1 + Z.ﬁl/o /\21
=J.CJ_C)1 +y}_;1+2.21 +61/0/\(XJ_C)1+}1}_}1 +ZZl)
T + Q0 ANAB

Exemple 1 : mouvement de rotation

Soit un solide 1 en mouvement de rotation par rapport a un autre solide 0.

Soient A fixe dans 0 et B fixe dans 1 avec AB = RX,.

=0
d [AB]/O _d [R%1] )0 _dJRAl, < S = =
dt = dt —/ dt + .(21/0 N Rx1 = 01/0 N Rx1

Exemple 2 : mouvement de translation
Soit un solide 1 en mouvement de translation par rapport a un autre solide 0.
Soient A fixe dans 0 et B fixe dans 1 avec AB = A%;.

=0

1/0 A 1}1 = /‘1}1

dABl,, ap), d i, .3
dt ~  dt —  dt

Exemple 3 : cas général

Soit un solide 1 en mouvement quelconque par rapport a un autre solide 0. d [A%]o
Soient A fixe dans 0 et B fixe dans 1 avec AB = AX;. dt
d [AB]/o A%, ., dl%le ., = S .
d = d =lx1+/1—=/1x1+.01/0 A).xl d[xl]o N
e i T A
(@) b) (©)
wv) = uv + uv d [%]
- le terme (a) représente la vitesse de variation ; dt
- le terme (b) représente la vitesse de variation de module a direction constante ; Xo

- le terme (c) représente la vitesse de variation de direction a module constant.
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(1) Car il ne peut pas
s’accroitre, il ne peut que
tourner.

5.5

5.6

(2) Les solides avec de
grandes déformations
(ressorts, barres de
torsion...) sont exclus de
cette définition.

(3) Un moyen
mnémotechnique pour la
retenir est « BABAR » (ﬁ
étant la résultante R).

(4) Relation de
dérivation vectorielle.

La dérivée d'un vecteur unitaire est le vecteur se trouvant a +90° multiplié par la
vitesse angulaire.

dlxl; = S
T = Ql/] /\xi

Un vecteur de norme constante est perpendiculaire a sa dérivée.!?

Loi horaire

La trajectoire, la position, la vitesse ou |’accélération d’un point peut étre contrainte ou imposée.

Exemples de contrainte :

le point P doit rester a une distance d du point O : ||W>’|| =d
le point P doit rester a une hauteur h du « sol » : ||ﬁ5||y0 =h

OP.% = f(t)

. Ve
Vip(P) = <0>
0/,

”[71/0(1))” < Vmax

le point P doit suivre une trajectoire verticale :

le point P doit avoir une vitesse horizontale :

le point P doit avoir une vitesse maximale :

Champ d’un solide indéformable

Un champ est une application qui, a tout point d'un
domaine géométrique, associe une grandeur physique
scalaire ou vectorielle.

Les champs permettent de caractériser I'état d’un
systeme étudié.

Dans le cas général, un champ est quelconque.

Champ quelconque des vecteurs
vitesses de I'’écoulement du fluide

Lors de l'utilisation d’un mécanisme, les solides qui le constituent se déforment sous I'action des
efforts qu’ils subissent. Dans la suite, on fera I’hypothése que ces déformations sont suffisamment
petites pour que I'on puisse les négliger et on considérera les solides comme étant indéformables®.

Un solide indéformable est un ensemble de points deux a deux équidistants au cours

du temps : Vt,VAES VB ES, ||ﬁ|| = Constante

Le champ de vecteurs vitesse du mouvement 1/0 d’un solide indéformable est un
champ de vecteurs équiprojectif, on a alors :

‘71/0(3) = I731/0(14) +BA /\61/0 .

Démonstration : relation de Varignon
Soient A et B, deux points fixes dans le repére lié au solide 1 en mouvement par rapporta 0, ona:

4Bl _ alaB), Q19 NAB )

d[AB] n_3
dt dt

or AB est fixe dans R; donc o

etAB = A0 + OB = OB — 04 avecO I'origine du repere lié a 0

alas), alodl, alod], -
donc — 2 = —-L——-L =V, ,4(B) = V1/0(4)

On obtient : Vl/o (B) = Vl/o (A) + _BZ A 51/0
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5.7

5.8

5.9

5.10

(1) Il est inutile de vouloir
exprimer le vecteur vitesse
dans une seule base (la
base du repére de
référence par exemple).

On se contentera juste
d’exprimer le résultat dans
I'ordre croissant des bases
puis dans l'ordre croissant
des vecteurs unitaires :

V(B,2/0) = %+,
+"'5‘)2 B }72

Mouvement de rotation

Dans un mouvement de rotation :

— Les vitesses des points de I'axe sont nulles. . .
. . . T .01/0 = 921

— Les vitesses sont perpendiculaires au rayon et a I'axe.

— La norme de la vitesse est proportionnelle a la distance a !

I'axe de rotation et a la vitesse angulaire du mouvement. '
= : CR !
(Vo] = Fé = R | T~

| _
’ - . . . P V P
Démonstration : Triangle des vitesses [ 1/0(P)

V0P| = ||W+ﬁj/\51/0” = ||P0]|. |31 0|| = RE

Mouvement plan

On parle de mouvement plan lorsque les vitesses des solides restent dans un méme plan vectoriel.

CIR

On appelle CIR, centre instantané de rotation, I'intersection de I'axe central du torseur avec le plan
d’étude des mouvements.

Champ des vecteurs vitesse d’un solide en translation a trajectoire rectiligne

Pour un mouvement de translation :

le vecteur rotation est nul Q;,, = 0;

les bases sont identiques B; = B, ;

I’axe du torseur est a l'infini (en 2D, le CIR est a I'infini) ;
le champ des vecteurs vitesse est uniforme et colinéaire a la direction du

mouvement avec 171/0(P) =A%,

Démonstration : Champ uniforme

Vio(P) =Vi/0(0) + PO A Qs

Méthodologie pour calculer une vitesse

Pour déterminer 172/0(P), guatre cas sont possibles :

— sile mouvement de 2/0 est une rotation alors la relation de Varignon en un point
de I'axe donne 172/0 P) = PO A 52/0

— sile mouvement de 2/0 est une translation alors le champ est uniforme 172/0 (P) =
VZ/O(A) puis on déterminer le nouveau vecteur par la composition des vecteurs
vitesse ;

— sile mouvement de 2/0 est une translation a trajectoire rectiligne paramétrée par
la longueur 4, alors la dérivée du vecteur position donne VZ/O(P) =Au;

— sinon, on utilise la relation de composition des mouvements, pour se ramener a
des vitesses de mouvement élémentaire: V,,o(P) =V;,1(P) + V;,0(P), puis
déterminer les vecteurs composés par une des trois méthodes ci-dessus.

Une fois le résultat obtenu, on s’attachera a :
— laisser le résultat dans des bases différentes'’, ne pas projeter ;
— vérifier que le résultat est bien homogeéne a une vitesse [m/s] ;

— vérifier sur le schéma cinématique la norme (V = Rw ou V = 1), la direction et le
sens de la vitesse.
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6.1

(1) Il'y a le méme lien entre
le torseur IZ /o €t la vitesse
I71 /0(A) qu’entre la fonction
f et I'image f(x).

(2) La notation utilisée dans
ce cours correspond a une
fonction vectorielle.
Cependant, on pourrait
utiliser une autre notation :
a0y = {qﬂ(l/O)
A V(4,1/0)

qui correspondrait a une
fonction torsorielle.

U comme vitesse.

En ce qui concerne
I'accolade, de la méme
maniére on peut définir la
fonction exponentielle par :

_(f=f
exp‘{f(0)=1

6.2

(3) Pour le torseur nul, on
pourrait aussi rencontrer
O, 0,{0}...

On ne le fait jamais parce
qu’on n’en a pas besoin,
mais on pourrait noter le
momentenA : 6(A) c’est
la fonction nulle, le
champ nul.

Torseur

Torseur cinématique

Grace a la relation de Varignon, on peut, connaissant la vitesse d’un point d’un solide et son vecteur
vitesse angulaire dans son mouvement par rapport a un repére de référence, déterminer la vitesse

de tous les autres points du solide. La fonction vectorielle V4, le torseur cinématique, peut donc se
réduire en I'expression de 2 vecteurs.

‘—/)1/0 5 &
A ‘71/0(A)

- E

=Vy,0(B) + ABA Qo @

—

V1/0 =

G
A (Vy)0(8)

Les éléments de réduction du torseur sont :

:A{

51/0 est la résultante cinématique, appelé vecteur rotation [rad/s]. Elle est invariante.

Wy10X T Wy19Y + Wz10Z

Vxa10X T Vya10Y + Vza10Z
A

Wx10 VxA10
Wy10 VyA10

Wz10 VzA10

V1/o (A) est le moment cinématique, appelé vecteur vitesse de A. [m/s]

)

On appelle torseur cinématique Vuo le champ des vecteurs vitesse défini pour le
mouvement 1/0 de solides indéformables.

@)

Xy2)

Exemple : torseurs dans un train d’engrenages

Viso Va0 V3,0
C s o n k| Prrssesssaniing| |[FFFEEFFS SN
PGV N NN Y g N
\ \ A kL D e g e R 0 Y
v, 2 o AR ’(”, , ram
’\/1/'\ A A A A : * & ,(\r\\% bR R T VV‘ P ’:"r\p\,‘%, B
Tl ¢ S\g\ﬂu A YRS Bkl Y U ly o4
o o é’ (3 é a0 ,q‘é, Y réy g §
0 - s JNEE o - - HEER o - o
S e SOt 4 L % oY 1 VIR ﬂﬁi
PRI A . V¥ A % ;
\ A 9 \
- ¥ .UA»,JV«—V»« ((B)l 4 A (}-ﬁ‘ IS Y\ VUUW
1/0_( ) 1082V, 4 by L S2/0NMT Py T VAR TG T * 4
i W M| ISR KL TR T T

On définit une fonction vectorielle différente pour chacun des mouvements.

Entre Vl/O(A) et Vl/O(B) on change le point 3 mouvement constant : relation de Varignon.

Entre Vl/O(A) et Vz/o (A) on change de mouvement a point constant : composition des mouvements.

Champ des accélérations

En revanche, le champ des vecteurs accélération n’est pas un torseur, car il n’est pas équiprojectif.

Torseurs particuliers

— Le torseur nul® :

mouvement A :

mouvement «a :

—

= 0
i- {0
VP
T _ 0
Vl/O_VP{m
= Az
V1/0=A{6

— Le torseur couple : exemple, une liaison glissiére de direction ¥ et de paramétre de

— Le torseur glisseur : exemple, d’une liaison pivot d’axe (4, Z2) et de paramétre de
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(1) Les fonctions se
composent: go f.

7.1

(2) Il est abusif de parler
de composition des
vecteurs vitesses car un
torseur n’est pas un
endomorphisme, il ne peut
donc pas se composer
avec lui-méme.

(3) Relation de
dérivation vectorielle.

7.2

(4) Attention les numéros
des solides ne se suivent
pas forcément. Il faut
regarder le graphe des
liaisons.

7.3

Composition des mouvements

On appelle composition des mouvements”) la composition des applications affines
suivantes : i/k=1i/j+j/k

Somme des vecteurs vitesse

On utilise une composition des mouvements pour sommer les vecteurs vitesses en un
méme point :

Vi jo(P) = Vi1 (P) + -+ Vy ;o (P) @

Conséquence : IZ/j(P) = _V;‘/i(P)

Démonstration :

Soit trois solides : 2 ;1; 0.

7opo(p) = 200 _ 400

dt

d[0,P],
dat

d[0,P]
dt

0

‘71/0(01) + '+ 51/0 AO.P @

dt

V)Z/O(P) = 171/0(01) + VZ/O(P) + 51/0 AO.P = 17')2/1([)) + I71/0(01) + P_01)/\51/0 = ‘72/1(P) + 1731/0(1))

Résultat que I'on peut généraliser a n solides.

Somme des vecteurs rotation

On utilise une composition des mouvements pour sommer les vecteurs rotation :
= = = 4
Qnjo = Qujnog + o0+ Qg 0@

Conséquence : ﬁi/j = —ﬁj/i

Exemple : Utiliser une composition des mouvements pour sommer les vitesses de rotation
dans la chaine fermée : 7-3-5-8-7

Sphérique
de centre B

Glissiere de
direction ¥,

Q773+ Q35 + Q58 + Qg7 = 0

Pivot glissant
d'axe (4,%;)

Pivot
d'axe (0, %)

Somme des torseurs cinématiques

On utilise une composition des mouvements pour sommer les torseurs cinématiques :

—

— — ﬁn/o
Vn/o = Vn/n_1+... +V1/0 = {_,

_ [ Qnyn-a { Q10
V"/ o(A) Vn/n—l (A) Vi /0 (A)
Conséquence : 171-/]. = _‘7}/1'

Les torseurs doivent étre impérativement exprimés au méme point pour pouvoir étre
additionnés !

Exemple : Ecrire le torseur 172/0 de I'hélicoptere

V@a/0) =V, =-{6=-{6
A/0)=Vipo =7y 1%, Mz, =
{})
> 6z 07 ‘ S\
V@/1) =V, = {j: o
(2/1) 215 5~ MRy, R

car VZ/](M) = VZ/I(A) +m/\62/1 = R5C’2 A 9.22 = Ré}-;z

07, 07,
. =

V/0)= Ua/o+ VUe/1 = 4 {x S0 M{x 2y + 707,

Va2 (M) ‘72/0(”1)

Vi /o(M)
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8 Loi entrée-sortie géométrique et cinématique
L'objectif de cette partie est de découvrir des démarches et des méthodes permettant d’obtenir la
loi entrée-sortie en position d’un mécanisme en chaine fermée.
Exemple : dispositif bielle-manivelle utilisé dans le moteur W16

(1) @ Voir les animations  Un moteur a 4 temps!?) posséde 4 phases successives de combustion basées sur le cycle de Beau de

sur: Rochas.
https://sciencesindustrielle

soupapn arbeo b ressort altlumage Gehoppemaent
s.com/qlossary/moteur- d"admission de soupopo a dos goz beitds
thermique

admission
des goz

comprimés
lo pisten
vors le bos

masselotte d'équilibraga

admission comprossion ditonto Gchappemont

La chaine de puissance comporte un transmetteur bielle-manivelle qui transforme un mouvement de
translation alternatif (du piston 3 par rapport au bati 0) en un mouvement de rotation continu (de la
manivelle 1 par rapport au bati 0).

Objectif : déterminer les lois entrée-sortie en position et en vitesse du transmetteur « bielle-

-,
manivelle » 3 X
. . . 2
Le comportement cinématique du transmetteur « bielle- B T
(2) Voir animations sur : manivelle » est modélisé par le schéma cinématique!? ci-contre :

https.//sciencesindustrielle - Constituants et paramétrage :

s.com/glossary/cir, — carter® 0, repére associé R, = (4, %y, Yo, Zo), fixe ;
— vilebrequin 1, 4B = eX,, a = (%5, %,) ;

— bielle2, BC = L&y, B = (%9, %), v = (X1, %) ;

— piston 3, AC = x%,.

Données :
e = 43 mm, @piston = 86 mm, n = 16 pistons, L = 154mm

Question 1: Repasser en couleur les différents solides sur le
(3) On appelle carter schéma cinématique. Tracer le graphe des liaisons et la figure de

'ensemble des piéces qui  calcul.
enveloppent un

mécanisme. " Yo
V2 a
Y

g R :

B %) z Pivot d’axe (C, Z) Pivot d’axe (B, Z,)
“, 3 1
Xo N . , =3

Zo=2 =12, Glissiére Pivot d’axe (4, Zy)

8.1 Parameétres du mouvement de direction %, 0

On appelle paramétre de mouvement d’entrée le parameétre du coté de I'actionneur
et paramétre de mouvement de sortie celui du c6té de I'effecteur.

Question 2 : Compléter les caractéristiques géométriques e et L sur le schéma cinématique. Indiquer
le parameétre d’entrée et le paramétre de sortie de ce transmetteur « bielle-manivelle ». Indiquer la
loi que I'on cherche.

Le mouvement 3/0 est du coté de I'alimentation.  Paramétre d’entrée : x

Le mouvement 1/0 est du coté de I'effecteur. Parametre de sortie : a

Parametre intermédiaire : B On cherche a = f(x) (oux = f(a) ou f(x,a) = 0)
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8.2 Fermeture angulaire

Question 3 : Ecrire une fermeture angulaire. Ry %1) + (%1, %) + (X5, %) =0
Sa+y—£=0

8.3 Fermeture géométrique

On appelle loi entrée-sortie en position d’'un mécanisme en chaine fermée, la relation
mathématique entre le parameétre de position d’entrée et celui de sortie.

Démarche pour déterminer cette loi entrée-sortie en position

1. Ecrire une relation de Chasles entre les points caractéristiques des liaisons en
parcourant la chaine fermée :AB+BC+-—-+DA=0

2. Projeter I'équation de fermeture dans une base choisie afin d’obtenir un systeme
de 3 équations scalaires comportant les paramétres de mouvement d’entrée et de
sortie.

3. Eliminer les paramétres de mouvement autres que ceux d’entrée et de sortie, en
combinant les équations obtenues.

Pour éliminer un angle f présent dans 2 équations en cosinus et sinus :
Isoler le cosinus et le sinus, puis élever les 2 équations au carré, et enfin sommer les équations :
f(6,,8) +Rcosf =0 {(R cos $)? = f2(86,,8,) 5 5 n
, = =>R +
{g(ge, 95) +R smﬁ =0 (R sinﬁ)z — 92(635 95) (COS ﬁ sin ﬁ)
= fz(eeﬂes) + gz(gef ;) = R? = fz(ge' ;) + gz(ge' 6s)

Pour éliminer une longueur A en facteur d’un cosinus et sinus :
Exprimer les relations sous la forme ci-dessous, puis diviser les équations :

{f(@e,es) +Asinf6, =0 {/1 sin8; = —f(6,,6s)

g(6,,05) +Acosb; =0 Acos B, = —g(6,,06s)
Asin 6 f(Be.85) [ (Beb5)

(1) Avec toutes les S = = tanf. = —2&7s2 1)

précautions nécessaires AcosOs  g(6ebs) ° 9(8ebs)

sur les valeurs de g(6e,65)- Question 4 : Déterminer la loi E/S en position du dispositif bielle-manivelle a 'aide d’une fermeture
géométrique.

On cherche x = f(a) .
Le probleme est plan.
On écrit une fermeture géométrique :

On projette dans la base (X, J,) :
{e.’?l..’-éo ar L.)-C)Zu;éo _xJ-C)().J-C)O = 0
63-6)1.}-1)0 “F sz.j;o - x.)-c)o.j;o — 0
ecosa+Lcosf—x=0
ecos(z—a)+Lcos(E—ﬁ) =0
2 2
{ecosa+Lcosﬁ’—x =0
esina+ Lsinff =0
{Lcos[)’ = —ecosa +x
Lsinf = —esina

Ona2eqg3incetonveutleq?2inc.

= [%(cos? B + sin? B) = (—ecosa + x)? + (—esina)?

= x =+/L2—e?sin?a +ecosa

La loi entrée sortie en position est aussi la primitive de la loi entrée-sortie en vitesse.

Il ne faut pas oublier de faire apparaitre, lors de l'intégration, une constante qui peut étre
déterminée pour une position particuliere du transmetteur.
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8.4

8.5

8.6

Loi entrée-sortie en vitesse

L'objectif de cette partie est de découvrir des démarches et des méthodes permettant d’obtenir la

loi entrée-sortie en vitesse d’un mécanisme en chaine fermée.

dérivée temporelle du parametre de position de sortie.

On appelle loi entrée-sortie en vitesse d’un mécanisme en chaine fermée, la relation
mathématique entre la dérivée temporelle du paramétre de position d’entrée, et la

La loi entrée sortie en vitesse est la dérivée de la loi entrée-sortie en position.

Question 5 : En déduire la vitesse du piston par rapport au bati (c'est-a-dire la loi E/S cinématique).

. —2e’dasinacosa -
= V3,0(C) =% = —easina

2VI% —e?sin?a

Fermeture cinématique

Autre démarche pour déterminer une loi entrée-sortie en vitesse

=

mouvements en parcourant la chaine fermée : Vajo = Vn/n—l + e+ 171/0
tout.

faire apparaftre, la ou les équations scalaires a écrire.

4. Ecrire la somme des torseurs cinématiques en utilisant une composition des

Cette équation torsorielle donne 2 équations vectorielles soit 6 équations scalaires en

5. Déterminer, en fonction des paramétres de mouvement d’entrée et de sortie a

Linéarisation

Les lois entrée-sortie des mécanismes en chaine fermée sont non-linéaires (a part celles du type vis-
écrou). Elles ne peuvent donc pas étre prise en compte dans une modélisation par schéma-bloc d’'un

SLCI ou seuls des modeles linéaires sont utilisés.

Si et seulement si, le mécanisme évolue linéairement autour d’un point de fonctionnement ou
d’une plage de points qui constituera le domaine de validité, la loi entrée-sortie peut alors étre

linéarisée.

Le tracé de la loi E/S en position du systéme bielle-manivelle du moteur W16 est le suivant :

x[mm] 4

197

111

»

0 30 60 90 120 150 180 a [°]

0

Question 6 : A partir de la courbe ci-dessus, déterminer la course du piston. En déduire la cylindrée

du moteur W16.
La course du piston est de : course = PMH — PMB = 197 — 111 = 86 mm

piston2 .

La cylindrée du moteur W16 est de : cylindrée = n. course.S = 16. course. nﬂT

2

86
16.86.11T ~ 7992915 mm?3 ~ 81

Question 7 : Proposer une linéarisation du comportement du systeme entre 60° et 120°.

170-130

Entre60°et120°: x=aa+b=> x=aad> x~——
60—120

a=> x=08a> a~=12x

X 5 a
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9 Contacts et liaisons

On s’intéresse ici a la description des surfaces réelles et aux modéles cinématiques associés.

9.1 Liaison

Une liaison est un lien entre les parametres du mouvement, c’est un modele de
comportement cinématique.

Elle est indépendante de toute réalisation matérielle.

9.2 Degré de liberté

Deux solides sans relation ont 6 mouvements relatifs indépendants possibles.

by

On appelle degré de liberté, DDL, un des mouvements
indépendants autorisés par une liaison.

Dans un repére local associé a la liaison, R = (0,%, ¥, 2), les degrés
de liberté correspondent usuellement a :

— des rotations, notées R, , Roy etRy, ;
— des translations, notées T, T, et T,,.

Pour une liaison : Nombre de degré de liberté + Nombre de degré de liaison = 6.

9.3 Liaisons usuelles

On appelle liaison usuelle™ un modéle de comportement cinématique possible que l'on peut
nommer sans aucune référence technologique.

171/0 =, {V 0 Ces 10 liaisons usuelles font I'objet d'une norme : NF EN 23952 / 1SO 3952.

(1) Par exemple, le torseur

1/0Y + V1702

n’est pas une ligison usuelle Les dix liaisons usuelles
car on ne peut pas la

fabriquer directement. Liaisons a direction Liaisons a axe Liaisons a centre
Pivot Sphérique
Glissiere Pivot glissant Sphérique a doigt
Plane Hélicoidale Sphere-plan
Cylindre-plan Sphere-cylindre

A ces 10 liaisons, on peut ajouter la liaison compléte qui a 0 DDL et la liaison libre admet 6 DDL. Cette
derniere liaison est parfois utile pour les liaisons équivalentes.

Tableau des liaisons parfaites usuelles

Voir tableau en feuille jointe.

Dans le torseur cinématique d’une liaison :
— Chaque parametre cinématique non nul correspond a un DDL.

— Chaque parametre cinématique nul correspond a un blocage.

Les liaisons sont supposées cinématiquement parfaites :

— sans jeux (jeu = espace entre deux surfaces permettant des mouvements de petite
amplitude) ;

— de solides indéformables ;
— sans limite d’amplitude des mouvements ;

— bilatérale, il n’y a pas décollement.
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9.4 Liaison équivalente

Une liaison équivalente correspond a la liaison qui modélise le méme comportement
que l'association des liaisons en série ou en paralléle qu’elle remplace.

Liaisons en série

Pour des liaisons en série :
— la liaison équivalente peut réaliser la somme des mouvements des liaisons qui la

(1) En effet dans un bras composent(?).

robotisé anthropomorphe, — laliaison équivalente ne peut transmettre un effort que si toutes les liaisons qui la composent
le mouvement total est la le peuvent.

somme des mouvements
élémentaires.

La liaison équivalente entre des liaisons en série est la somme des torseurs
— — —

cinématique. Vas0eq = Va1 + Vigo

On peut aussi égaler les torseurs des actions mécaniques.

(2) Torseur des actions M5 eq — M;_,1 = M, &

mécaniques transmissibles,
voir tableau des liaisons.

Exemple : déterminer la liaison équivalente d’une liaison sphérique et d’une liaison plane en série

On écrit une composition des mouvements. 3 2 1
‘73/1 eq = I73/2 + I72/1 O_C
L -{ Wy 3/2% -{‘Ux,z/ﬂ_é + Wy 1Y + Wy01Z
C Vyzp2y + V322 C 0

0 ¥y
L -{(wx,B/Z + wx,2/1)£ + Wy 1Y + Wy21Z

C Vy3y2Y + Vy3/2Z Fi P
C’est une liaison sphére-plan de centre C et de normale X.

Liaisons en paralléle

Pour des liaisons en parallele :
— la liaison équivalente ne peut réaliser un mouvement que si toutes les liaisons qui la
composent le peuvent.
— la liaison équivalente peut transmettre la somme des efforts transmissibles des liaisons qui la
composent.

La liaison équivalente entre des liaisons en paralléle est la somme des torseurs des
actions mécaniques. My 0eq = Myss + My
On peut aussi égaler les torseurs cinématiques.

V2/o eq — V2/1 = V1/o

Exemple : déterminer la liaison équivalente d’une liaison sphérique et une liaison sphére-cylindre en

paralléle.
= = N A 1 B
¥4 — W (051 0% + w4 /0Y + 0hq 07
1/0 = A g
- - (l);?’l/o.?_c) + w;,l/oj; + (4)124’1/02 ¥ 0
B (BAX A (wil/of aF Cl);’l/o}-; ar (l)lzq'l/oi)
_n wﬁ,uof + wf}a/oj’) + w?,1/02 z #
B | BAwj),,Z— BAwy, )
- [ | wf@/of + w5,1/05’) + wf.l/oz
10~ B VE %
x,1/0

On écrit une fermeture cinématique.
vA VB — veda _ygyA _yB _—
Vijo+ Vo1 =0= Vi =Vi =V =

C’est une liaison pivot d’axe (4, X).
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9.5

(1) Mais tous les contacts
ne peuvent pas étre
modélisé par les liaisons
normalisées. Celles-ci
modélisent les contacts
les plus courant.

(2) C’est-a-dire généré
par translation. On
rappelle qu’en math, un
parallélépipéde est un
cylindre a base
rectangulaire.

(3) On parle parfois
abusivement de « Liaison
rotule ».

(4) C’est-a-dire suivant

une ligne et un anneau.

9.6

(5) Dans le cas de plusieurs
contacts ponctuels, on a
alors :

Qq/0

b -
= Qu1/0piw T La1/0r0wm
Ex

= Qp1/0piv T L 1/0r0u

Les contacts

On s’intéresse maintenant aux contacts entre les solides ce sont des surfaces réelles. Les contacts

temporaire, tels que les butées de fin de course ne sont pas pris en compte.

Deux surfaces réelles qui se touchent sont dites en contact.
Un contact est modélisé™ par une liaison.

La liaison glissiére modélise un contact cylindrique® non de révolution.
La liaison plane modélise un contact plan.

La liaison pivot modélise un contact de révolution.

La liaison pivot glissant modélise un contact cylindrique de révolution.
La liaison hélicoidale modélise un contact d’hélice.

La liaison cylindre-plan modélise un contact linéaire rectiligne.

La liaison sphérique modélise un contact sphére®.

La liaison sphérique a doigt modélise un contact sphére et ponctuel.
La liaison sphére plan modélise un contact ponctuel.

La liaison sphére-cylindre modélise un contact linéaire annulaire®.

La liaison complete modélise un contact encastré.

La liaison libre modélise un contact nul.

Cinématique du contact ponctuel

Roulement, pivotement et glissement

Deux solides en contact le sont toujours par I'intermédiaire d’une ou plusieurs surfaces.

Dans de nombreux mécanismes rencontrés, on peut considérer que la zone de contact entre deux

solides en liaison est suffisamment petite pour faire I’'hypothése d’un contact ponctuel.

Soit deux solides 1 et 2 en contact ponctuel au point I, on peut définir :

— un plan tangent commun aux surfaces en contact ;
— une normale au contact .

2/lenl.

ﬁZ/l,piv est le vecteur de pivotement de

C'est la composante de 2,/ selon .

2/1lenl.

-
Q3 /170w €st le vecteur de roulement de

C’est la composante de 52/1 dans le plan.

Glissement et pénétration

De méme, on décompose le vecteur vitesse du point de contact.

Vz/l(l) dans le plan.

‘72/1,pen(1) est le vecteur vitesse de pénétration de 2/1. C'est la composante de
‘72/1 (I) selon 1. Ce vecteur est nul car les solides ne se pénétrent pas.

172/1‘911-(1) est le vecteur vitesse de glissement de 2/1. C'est la composante de

Le torseur cinématique de 2/1 au point I peut si besoin s’écrire :

‘—/ _ Q'2/1 _ Q2/1,piv + Qz/l,roul (5)
2/1 = - = -
LV 1 Vo1 (D)

On déterminer ces composantes par des projections.

Pour déterminer le vecteur vitesse de glissement, on utilise une composition des
mouvements dans la chalne fermée du mécanisme : Vz/l(l) = 172/0(1) = Vl/o(l)
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9.7

(1) Endommagement d’un
matériau par micro
soudure. Ce phénomene se
produit avec du glissement
sur le couple de matériaux
acier/acier mais pas avec
acier/bronze.

Y Le choix et la fagon
d’utiliser les roulements
sont tres complexes, des
ouvrages entiers y sont
consacreés.

Il ne s’agit pas ici de
résumer en quelques
lignes les différents cas
possibles mais juste de
souligner que le modéle (la
liaison) choisi dépend du
type de roulement, de la
fagon dont il a été installé
sur le systéme et de ce que
I'on veut faire du modéle.

Le choix du type de
roulement dépend de la
direction des charges.

Contacts particuliers

Adhérence et roulement sans glissement

nulle.

172/1(1) = 6 et 172/1 = I {

On appelle roulement sans glissement, rsg, le phénomene au point de contact | entre
deux solides 1 et 2 en mouvement relatif caractérisé par une vitesse de glissement

—
Q2/1,roul

-

0

Le phénomeéne de roulement sans glissement est présent en phase d’adhérence.

Guidages

Les guidages sont les réalisations concrétes des liaisons. lls utilisent différentes technologies :

Glissement

Roulement

Contact direct

Coussinet

Avantage : Fabrication simple

Avantage : Charge élevée,

silencieux, montage simple, pas

Avantage : Bon rendement

de grippage
Inconvénient : Frottement Inconvénient : Frottements Inconvénient : Encombrement,
important, grippage(? importants montage
Douille a billes Glissiere a billes Vis a billes

Utilisées par trois ou quatre (sur
deux colonnes différentes) pour

réaliser un guidage en translation.

Modeéle fonctionnel d’une douille

Permet de réaliser un
guidage en translation.

Modeéle fonctionnel :

seule : pivot glissant

glissiere

Permet de réaliser un dispositif de
transformation de mouvement vis-écrou.

Modeéle fonctionnel : hélicoidale

Roulement a billes

aiguilles

Roulement a rouleaux ou a

Rotule lisse

Bague
extérieure

Bague
intérieure

)

M
|

Utilisés par deux pour réaliser un guidage en rotation.

Modele fonctionnel d’un roulement seul :

Si aucun rotulage n’est admis : pivot ou pivot glissant

Si le rotulage est admis : sphérique ou sphére/cylindre

Le centre est celui du roulement.

Permet des mouvements
de rotation selon 3 axes,
dont 2 de faible amplitude.
La zone de contact est une
portion de sphére.

Modeéle fonctionnel :
sphérique
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9.8

10

10.1

Méthodologie pour tracer un schéma cinématique

La démarche pour élaborer un schéma cinématique est la suivante :
— identifier les différentes CEC;

— identifier la nature des contacts entre les CEC;

— identifier les degrés de liberté entre les CEC ;
— choisir des liaisons usuelles modélisant les contacts ;
— identifier les caractéristiques géométriques des liaisons (centres, axes, vecteurs);

— les tracer avec leurs positions relatives (parallélisme, perpendicularité,
coincidence...) ;

— tracer les liaisons en couleur.
— relier les liaisons par des traits en couleur.

Exemple : contact entre un piston et une chemise du moteur thermique W16
-si on suppose que la longueur L du piston n’est pas négligeable
devant son diameétre d, L = 0,25d, alors les surfaces en contact sont Piston
cylindre/cylindre. La liaison associée est alors une liaison pivot
glissant.

Chemise

Manivelle

-sinon, si on suppose L < 0,25d, alors les surfaces en contact sont
disque/cylindre. La liaison associée est alors une liaison spheére

i Bielle
cylindre. Bielle

Transmission de puissance avec transformation de mouvement

Le but de cette partie est de déterminer les lois entrée-sortie cinématiques des transmetteurs. Quel
que soit le mécanisme, on s’intéresse a I’évolution de la vitesse angulaire avec transformation de
mouvement.

Puissance mécanique Puissance mécanique
de rotation de translation
C, (N-m) ADAPTER Fs (N)

= S
o, (rad/s) | ET TRANSMETTRE v (m/s)

Pignon-crémaillere, pignons-chaines, poulies-courroie, roue, tambour-cable

Ce transmetteur assure le roulement sans glissement d
référence de la crémaillere.

2 — 2nR 2nR
donc X =—
0-x 21

La loi entrée-sortie cinématique est :m '

avec w, en [rad/s], V; en [mm/s] et R en [mm]

Crémaillere

Les dispositifs poulies-courroie ou pignons-chaine peuvent étre également utilisés comme
transformateur de mouvement. Dans ce cas, les 2 roues ont méme diamétre. lls se comportent alors
cinématiquement comme des transmetteurs pignon-crémaillére.

Tout cylindre roulant sans glissement sur un plan se comporte
cinématiquement comme un transmetteur pignon-crémaillére.
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10.2

(1) Historiquement le
systeme vis écrou a eu
une importance
considérable, puisqu’il a
permis d’accéder aux
échelles de fabrication
microscopiques.

(2) Attention aux unités.
Pour des degrés on
.. pas
aurait —.
360

Pour des tours on aurait
pas
=0

11

111

11.2

(3) Le mot friction est de la

méme famille que le mot
frottement.

Vis-écrou

L'entrée est la rotation de la
translation de I’écrou.

Le mécanisme vis-écrou”
irréversible.

est généralement

vis, la sortie la

2w — pas
donc
0 - x

= Vécmu/bﬁti

[%]T

pas

X = ——

2

écrou

La loi entrée-sortie cinématique est :

__ pas

21

Vs (2)

We

Le pas est la distance parcourue par I’écrou pour un tour de vis.
Avec w, en [rad/s], vs en [mm/s] et pas en [mm].

pour une vis a 3 filets

Transmission de puissance sans transformation de mouvement

Le but de cette partie est de déterminer les lois entrée-sortie cinématiques des transmetteurs. Quel
que soit le mécanisme, on s’intéresse a I'évolution de la vitesse angulaire sans transformation de

mouvement.

Puissance mécanique

de rotation de rotation
Ce (N'm) ADAPTER Cs (N-m)
o, (rad/s) ?| ET TRANSMETTRE a)?(rad/s)

Rapport de transmission

Puissance mécanique

vitesse angulaire d’entrée w, (ou
_ ws 95 Ng
T we 6 N

avec w en rad/s et N en tr/min. Ona

N,):

Une loi entrée-sortie cinématique caractérise le comportement cinématique du
transmetteur. Pour un réducteur ou un multiplicateur, elle est donnée par le rapport
de transmission qui est le rapport entre la vitesse angulaire de sortie w; (ou Ny) et la

21
=—N
60

w

On parle de multiplicateur si |r| > 1 ou de réducteursi |r]| < 1.

Roues de friction

Roue de friction®®

£)

ot _
2
Zo
—>
02
|
-
04 1

Utilisation : dynamo de vélo, téléférique

Avantages : montage facile, colt

Inconvénients : glissement possible

w2/0 _

w1/0

_1?1
Ry

_=h

Rapport :sirsg, r = =
2

Le sens de rotation est inversé.
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11.3

(1) Une courroie crantée
ne glisse pas mais a un
rendement plus faible. Il y
a un peu plus de pertes a
cause des surfaces de
contact.

114

(2) La petite roue dentée
est appelée « pignon » et
la grande est appelée

« roue », ou « couronne »
dans le cas d’un
engrenage intérieur.

(3) Sur le schéma
cinématique, on
représente les cercles
primitifs.

Démonstration :

Vaso() = Vayo(Q2) + 10, A G0 Ily arsg, donc:

I71/0(1) = M +10; A ﬁ)1/0

Vayo(I) = “Royy Aoy 7 Vi o(l) = =Ry, Awyjo 7
0

— —
—Ryw3 /0 Xg = Ryw10 Xo

‘72/0(1) = —Rywy)0 Xo Rywzj0 = —Riw1)0

Vijo(I) = =Rywy)0 Xg
Poulies-courroie et pignons-chaine

Poulies-courroie™” Pignons-chaine

!(DZ/O 10)2/0

\ / chaine

courroie

/un/o

Utilisation : moteur thermique... Utilisation : vélo...

Avantages : grand entraxe possible, rigidité,

Avantages : grand entraxe possible N
Avanlages:g P effort transmissible important

Inconvénients : glissement possible si courroie

. . . , Inconvénients : colt
plate, rendement moins bon si courroie crantée

=280 _ &

Rapport : 7 = =

w10 Rz D3

Le sens de rotation est identique.

Démonstration :

En supposant que la courroie tendue ne glisse pas sur les poulies, nous avons :
EnA: Vcourroie/o = lel/o

. — AN —
En B : Veourroieso = R2w2)0 d’ou Riw1/0 = Rywy)0

Engrenage

On appelle engrenage I'entrainement de deux solides par des dentures.

Engrenage®®

T N

S=" ) o
7777 |

Utilisation : montre, boite de vitesse...

Avantages : pas de glissement

Inconvénients : colt
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(1) ce sont les
diamétres des roues de
friction équivalentes
qui donneraient la
méme cinématique

(2) Z comme Zahn qui
veut dire dent en
allemand.

Caractéristiques des roues dentées

Diamétre primitif

D; diamétre du cercle primitif! 451- =m; Z;

Nombre de dents | Z;?
Pas primitif pas en [mm] longueur de I'arc de cercle entre deux dents Cercle primitif
TTDi
as =mm; = —
p i =7 p
Démonstration : ¥
;. N as
Périmetre du cercle = mD = pasZ, on pose m = pT
Module
. D . m=15 S me2
Pour que deux roues dentées engrenent, elles doivent avoir le méme module.
Entraxe a1, distance entre les axes des roues dentées
7 < e
e J}:y)
. 3 i a denture hélicoidale
Profil a denture droite
Avantage : peut admettre des Avantages : plus silencieux, transmet
déplacements axiaux des couples plus importants
Inconvénient : vibration, bruyant Inconvénient : crée des efforts axiaux
Engrenage cylindrique Engrenage cylindrique Engrenage conique
a contact extérieur a contact intérieur
Forme

Axes de rotation Concourants
w D. Z
(3) Si on s'intéressait au Rapport de ®2/0 - _ & = é wz_/o = D—l = Z—l @2/0f _ D1 _ 71| 3
signe il faudrait poser une | transmission W1 /0 D, Zy 1w 2 2 w1/0 Dy Zp
base en 3D et regarder les 55 ——
sens positifs. D1 +D: Z1+Z =12 _ i
positif Entraxe a, = 2202 - ZitZa || Arp 2 5
2 2
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(1) On parle de « vis » et

Engrenage roue-vis'

non pas de « vis sans fin »
car la vis est un
composant qui a une fin.

Exemple, vis a 3 filets :

WA

Forme

Orthogona ux non concourants

Axes de rotation )
(dits « gauches »)

(2) C’est-a-dire, dont la
sortie ne peut pas faire
bouger I'entrée.
L’irréversibilité peut étre
utile pour des raisons de
sécurité. Sur un treuil de

Wroue/o| _  Zyis

Rapport de
transmission

ZT'O’LLE

Wyis/o

Avec Z ;5 le nombre de filets de la vis
Avantages : rapport de réduction important (jusqu’a 150) et irréversibilité®? si
nécessaire (la vis entraine la roue mais la roue compte tenu de I'inclinaison de
I'hélice, ne peut pas entrainer la vis), faible volume, changement de direction.

Inconvénients : faible rendement, forte usure.

levage par exemple, pour
éviter que la charge ne

devienne 11.5
entrainante en °
cas de coupure d’énergie.

(3) On appelle bdti
I'ensemble des pieces
constituant le support
d'une machine.

(4) Attention : Si le train
comporte des engrenages
coniques ou roue-vis on ne
s'intéresse pas au signe et
on note |r|. Sinon il faut
définir un repere en 3D et
regarder le sens de
rotation de l'entrée et de

la sortie. 11.6

(5) ® voir les animations
sur
https://sciencesindustrielles

Train d’engrenages simple

Dans un transmetteur, on peut associer plusieurs engrenages a la suite pour augmenter le rapport
de réduction ou de multiplication. On parle alors de train d’engrenages. Quand tous les axes de
rotation des roues dentées sont fixes par rapport au bati®®, on parle de train simple.

Rapport de transmission d’un train simple d’engrenages avec des axes paralléles :

— ¥s/o _ (_1)n [1Zmenantes | (a)

We/o [1Zmenees

avec n le nombre de contacts extérieurs

Dans un train d’engrenages, on qualifie de roue menante toute roue motrice, et de roue menée
toute roue réceptrice.

Train épicycloidal

Pour obtenir un trés grand rapport de transmission avec un train d’engrenages simple, il faut utiliser
plusieurs étages, ce qui est lourd et encombrant. On utilise parfois des trains épicycloidaux.

Train épicycloidal®)®)

.com/qlossary/train-
epicycloidal

(6) Le mot épicycloidal
provient de la trajectoire de
cycloide d’une dent d’un
satellite par rapport au
planétaire intérieur.

épi : « sur, dessus »

Satellite 2

Planétaire =

couronne 3 2
=
 J —— |

o

|

Planétaire
pignon 1

Porte-satellite 4

Utilisation : moyeu a vitesses des vélos, différentiels, éoliennes, hélicoptere...

Avantages : entrée et sortie coaxiales, bonne répartition des efforts donc bonne durée de vie, faible
encombrement

Inconvénients : cot, hyperstatisme
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(1) Cela implique qu’il faut
méme imaginer que
certaines piéces sont

« libérées ».

V7 Le satellite est la seule
piéce non reliée au bdti.

¥7 Dans cet exemple, on
parle de satellite double.

V7 Le porte-satellite n'est
pas encastré, il s'agit donc
bien d'un train
épicycloidal.

Y/ Dans le repére du PS, le
bdti n’est plus immobile.

W‘“i/j = Wjji

Wisk = Wi+ 0j
= Wiy~ Wiy

Roue dentée dont son axe de rotation n’est pas fixe

satellite par rapport au bati.

Piece en rotation d’axe fixe par rapport au bati, sur

porte-satellite laquelle sont montés le(s) satellite(s).

Roue dentée (pignon ou couronne) d’axe fixe par

FlEnEEE rapport au bati, qui engréne avec le(s) satellite(s).

Démarche pour déterminer la loi entrée-sortie cinématique d’un train épicycloidal :
1.
2.

On identifie les différentes classes d'équivalences cinématiques.

\ . (1) 5 ..
On se place dans le repere du porte-satellite ™ car dans le repere de celui-ci, les
axes des pivots sont fixes.

On écrit une relation entre les vitesses angulaires des planétaires exprimées par

. WplaA/PS Z
rapport au porte-satellite. —222/FS — —l)nm
®plaB/PS [1Zmenées
On exprime les vitesses angulaires par rapport au bati qui est fixe.
ws/o0

On écrit la loi entrée sortie = ouenligne ..w s+ w _jp+-w =0

We /0

Application : rapport de transmission d’un train épicycloidal

Soit 1 la piece d’entrée de ce transmetteur et 4 la piéce de Zsa T 7
sortie. o 2 2b
. . . . g0 I—l
Déterminer le rapport de transmission " | —
1/0 -
Ily alentrée et 1 sortie. 1 4 - 7 0
1= =
Satellite : 2 Porte-satellite : 4 Planétaire : 0 Planétaire : 1 4
rrmrrrL  rrirr TrrrT
On se place dans le repére du porte-satellite 4
Wo/4 _ n H Zmenantes _ 2 lezb _
= O e~ D Tz,
(*)1/4 H menés 2a%0
On écrit une composition des mouvements :
= —®4/0 _ ZaZzp
w1/0—Wa/0  ZzaZo
_ LyZyy,
= —Wyp0 = ﬁ(“ﬁ/o — Wy40)
2a%0
2,7, Z1Zy,
:( _1>0040=_‘D10
ZzaZo 10 22
L1Zy,
I Wajo _ _ Zpalo  _ Z1Zyp
w0 Lalyp _ 1 Zilyy =733l
ZaZO

Conditions géométriques de fonctionnement

Les conditions géométriques indispensables au montage et au fonctionnement d’un train
épicycloidal impliquent des relations entre les diamétres (ou rayons) primitifs des différentes roues

dentées.
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11.7

@ Voir les animations
sur
https://sciencesindustrie

Ces relations peuvent se traduire sous la forme de relations liant les nombres de dents de roues
dentées a condition que les modules des différents engrenages soient égaux.

1L Il
=

Ry +Rya =Rz —Ryp = Zy + 25, =723 — Zyy

sim; =m,

Ri =Ry =R3— Ry, = 72y — 7y, =73 — 7y,

sim; =m,

Accouplements mécaniques

R1+RZa=R3+R2b$Z1+ZZa:Z3+Zzb

sim; =m,

Un accouplement mécanique, ou joint de transmission, appartient a la famille des
transmetteurs. Il sert a relier deux arbres en rotation comportant éventuellement des
défauts d’alignement angulaires ou radiaux.

Accouplements permanents

Nom

Joint de Cardan

Joint de Oldham

Joint élastique

lles.com/glossary/accou
plement-mecanique

Forme

N

Propriété

hétérocinétique si seul

homocinétique si double

homocinétique

homocinétique

Accouplements temporaires

Nom

Embrayage

Limiteur de
couple

Frein a disque

Frein a tambour

Roue libre

Forme

Sciences industrielles de I'ingénieur

Page 95 sur 182

22/07/2022


https://sciencesindustrielles.com/glossary/accouplement-mecanique
https://sciencesindustrielles.com/glossary/accouplement-mecanique
https://sciencesindustrielles.com/glossary/accouplement-mecanique

Cours

CPGE

(1) Si un vecteur vient vers
vous, en 2D on utilisera le
symbole ()

et si il va dans la direction
opposé ®

Dans une figure de
changement de base
utilisera donc toujours le

symbole (©)

(2) Un repére direct se
retrouve avec la

« régle » des 3 doigts de
la main droite :

(3) Astuce pratique, pour
des angles d'environ 30° :

« grande projection »
= cosinus

« petite projection »
> sinus

Y/ pour s'entrainer :

https://sciencesindustriell
es.com/logiciels

- QCM Prod

Produit scalaire

Le produit scalaire est une application qui a un couple de vecteur associe un nombre
réel tel que :
ExE >R

- o

@, V) » .7 = [[ull[7]| cos(@, ¥

Propriétés

Symétrique Distributif vis-a-vis de I’addition

— > =

iv=9-1 G-B+w)=u D+

Cas particuliers

Le produit scalaire % - ¥ est nul si :
— un des vecteurs est nul
— les deux vecteurs sont orthogonaux

Norme d’un vecteur

Pour un vecteur 4 : @]l = Vi - u = Va2 + b2 + 2

Figure de calcul

La démarche pour construire une figure de changement de base :

1. Dessiner le vecteur unitaire commun® aux deux bases, perpendiculaire au plan de
la feuille et en orientant vers vous et écrire les deux vecteurs (exemple : ¥; = X);

2. Dessiner la base associée au solide de référence (exemple : B; sia = (f@, y.)) de
maniére directe®, en orientant le 2¢™ vecteur unitaire vers la droite, et le 3®™ vers
le haut ;

3. Dessiner la base associée au solide en mouvement (exemple : B, si @ = (370,)
de manieére directe en la décalant dans le sens trigonométrique d’un angle petit et
positif (= 20°).

4. Paramétrer la figure avec I'angle et une fleche.

Figure de changement de base

X1 = Xo
Projection des vecteurs dans une base® :
y1 = cosaj,+sinaz, Yo = COS @y, — Sina z
= R = = I =
Z; = —Sinayy,+cosaz, Zy =Slnay, +cosaz;
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Produit vectoriel

Définition W=uAD
Le produit vectoriel qui a un couple de vecteurs
associe un vecteur w = 1 A ¥ tel que :
ExE — E . v
@, v) »w = |[ullllvllsin(u, v)In
Avec T un vecteur unitaire tel que :
n 1 (U,v)
(U, U, 1) est une base directe
Propriétés
Antisymétrique Distributif vis-a-vis de I’addition
UAV=-DAU UANP+W)=UAD +UAW
Cas particuliers
Le produit vectoriel % A ¥ est nul si :
— undes vecteurs est nul, i = 0 et/ou v = 0
— les deux vecteurs sont colinéaires sin(u, ) = 0.

Produit mixte

Définition

réel tel que :
E<xExE —» R

—

@ 5,W) > @, 5,W) =i (@A)

Le produit mixte est une application qui a un triplet de vecteurs associe un nombre

Propriétés

Permutation circulaire : (U, ¥, W) = (W, U, V) = (¥, w, i)

Changement de signe si I'on permute 2 vecteurs : (U4, ¥, W) = — (U, ¥, W)

Champ vectoriel

Définition

associe un vecteur.
oo
ES E

Ar U(4)

On appelle champ de vecteurs une application qui a chaque point de I'espace affine

Propriétés

On dit qu’un champ est uniforme si

vA €€, vB €€, U(A) =U(B)

On dit qu’un champ est équiprojectif si B
vA €€,vB €€, U(A).AB = U(B).AB (4B)
= = ) A U(B)
Les 2 vecteurs U(A) et U(B) ont la méme
projection sur la droite (AB). -
(AB) i)
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(1) Le mot « torseur », de
la méme famille que

« torsade » et « tordre »,
vient de la forme
remarquable d’un champ
de vecteur équiprojectif.

(2) Ce qui veut dire que le
torseur peut se réduire a
I’expression de 2 vecteurs
a partir desquelles on peut
déterminer les autres.

(3) C’est I'axe de rotation
d’un maneége.

Torseur

Définition

Un torseur est un champ de vecteurs équiprojectif®.

que:

v € S5 E

Un torseur est une application linéaire antisymétrique. Et il existe un vecteur R tel

B v V(B) =V(A)+BAAR
Les éléments de réduction'? du torseur sont :
R est appelé le vecteur résultante.

I7(A) est appelé le vecteur moment.

Exemple : champs de vitesse d'un torseur

Torseur glisseur

Torseur couple Torseur quelconque

—

7, = {0 5 (1%
1 aliz VZ“‘A{li

A

.
\r % :
g et e
S

2

Axe central

Pour un torseur a résultante non nulle, I'axe central est une droite de méme direction que la
résultante. Sur cette droite, le moment est minimal, il est appelé moment central.

Applications

A e f(A) : champ scalaire
A f(A) : champ vectoriel
A f(A) : champ tensoriel

% — f (i) : opérateur vectoriel

ex : champ de pressions A = P(A)
ex : champ de vitesses A+ I7(A)

ex : champ tensoriel A I=(A)

U — f(U) : opérateur scalaire = forme ex : produit scalaire

ex : produit vectoriel
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QUESTIONS DE COURS

- donner la méthode pour identifier un mouvement de rotation et de translation ;

- donner le nom de la liaison pour 2 solides en mouvement relatif de rotation, représenter en couleur le
symbole normalisé associé ;

- donner le nom de la liaison pour 2 solides en mouvement relatif de translation a trajectoire rectiligne,
représenter en couleur le symbole normalisé associé ;

- donner la différence entre un axe et une direction ;
- comment se nomme les deux représentations d’'un modele cinématique ;

- indiquer les trajectoires des points d’un solide en mouvement de translation a trajectoire rectiligne, en
mouvement de translation a trajectoire circulaire, en mouvement de rotation ;

- donner un exemple de points coincidents.

- que peut-on dire des bases dans le cas d’'un mouvement de translation ?

- que peut-on dire des reperes dans le cas d’'un mouvement de translation ?

- donner le parametre de mouvement d’une liaison glissiere et d’une liaison pivot ;

- donner la différence entre un paramétre de mouvement et un parametre caractéristique ;
- définir le vecteur position d'un point M ;

- indiquer la méthode pour réaliser une figure de changement de base ;

- donner les projections des différents vecteurs dans une figure de changement de base ;

- comment calcule-t-on une norme ;

- expliquer les 3 cas que I'on peut rencontrer lorsque I'on effectue le produit scalaire de vecteurs unitaires.
Donner les méthodes utilisées pour trouver le résultat rapidement.

- que peut-on dire du vecteur vitesse angulaire dans le cas d’'un mouvement de translation ?
- donner la relation du champ des vecteurs vitesse ;

- expliquer les 3 cas que I'on peut rencontrer lorsque I'on effectue le produit vectoriel de vecteurs unitaires.
Donner les méthodes utilisées pour trouver le résultat rapidement ;

- donner les particularités d'un champ de vecteur vitesse des points d'un solide en mouvement de rotation ;
- donner les particularités d'un champ de vecteur vitesse des points d'un solide en mouvement de translation ;

- expliquer la méthode permettant de déterminer le vecteur vitesse, par rapport a un référentiel, d'un point fixe
dans un solide.

- donner, dans le cas général, I'expression du torseur cinématique ;

- préciser la forme du torseur cinématique d’une liaison pivot. Indiquer I'ensemble des points pour lesquelles ce
torseur a la méme forme ;

- préciser la forme du torseur cinématique d’une liaison glissiere. Indiquer I'ensemble des points pour lesquelles
ce torseur a la méme forme ;

- rappeler la relation de composition des torseurs cinématiques. Indiquer le nombre de relations vectorielles et
scalaires induites par cette équation de torseur.

- définir le rapport de transmission ;

- donner la relation entre w(en rad/s) et N (en tr/min) ;

- donner le rapport de transmission d'un transmetteur roues de friction. Quand est-il valide ?
- définir le « pas primitif » d’'une roue dentée ;

- définir le module. Donner les 2 relations qui utilisent le module ;

- indiquer la condition nécessaire pour que 2 roues dentées puissent engrener ensemble ;

- donner les différents types d’engrenages, les rapports de transmission associés, et la valeur maximale de ce
rapport;

- donner I'entraxe d'un engrenage cylindrique a contact intérieur ;
- donner le rapport de transmission d’un train d’engrenage simple ;

- donner le rapport de transmission d'un transmetteur poulies-courroie ou pignons-chaine. Donner leur
avantage.

- expliquer la différence entre un train épicycloidal et un train simple ;
- définir satellite, porte satellite, et planétaires ;

- donner un exemple d’une condition géométrique de fonctionnement qui implique une relation sur le nombre
de dents des différentes roues dentées.
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- quels sont les accouplements homocinétiques ?

- donner la loi entrée-sortie d'un transmetteur pignon-crémaillere ;

- quel composant peut avoir la méme cinématique qu’un transmetteur pignon-crémailléere ?
- donner la loi entrée-sortie d'un transmetteur vis-écrou ;

- lequel de ces 2 transmetteurs peut étre irréversible ?

- donner les définitions de degré de liberté et degré de liaison pour une liaison ;

- donner les symboles, le torseur cinématique et le torseur des actions mécaniques transmissibles dans la
liaison...

- qu'est-ce qu’une liaison parfaite ?

- comment identifie-t-on le type de liaison lorsque I'on modélise un mécanisme réel ?
- donner les 3 étapes permettant de tracer un schéma cinématique.

- expliquer la notion de mobilité interne ;
- expliquer la méthode pour déterminer la loi entrée-sortie en position par fermeture géométrique ;

- donner les astuces qui permettent souvent d’éliminer un des parametres de mouvement des équations
obtenues.

- expliquer la notion de linéariser sur un domaine de validité.

- expliquer la méthode pour déterminer la loi entrée-sortie en vitesse par fermeture cinématique.

- comment obtient-on une vitesse angulaire de roulement et de pivotement ?

- donner I'expression de la vitesse de glissement d’un point J de contact entre deux solides 2 et 1;
- que dire sur la direction de ce vecteur vitesse de glissement ;

- comment faire pour déterminer ce vecteur vitesse ;

- que vaut ce vecteur lorsqu’il y a roulement sans glissement ?
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(1) Déterminer leurs
formes, leurs dimensions
et le matériau qui les
constituent.

1.1

(2) Une force peut
provoquer une translation
ou une rotation ! il faut
donc une notion
supplémentaire pour
expliquer ce

phénomeéne.

(3) Pour savoir si une
valise est lourde,

il faut la mettre 1.2
en mouvement ou lui faire

On a vu précédemment que l'on pouvait, a I'aide d’'une simulation, prévoir le
comportement cinématique d’'un mécanisme.
Mais cela ne suffit pas pour concevoir un mécanisme ou vérifier qu’il répond bien aux attentes de ses
utilisateurs. Il faut aussi s’intéresser aux actions mécaniques auxquelles ce dernier est soumis afin
de:
- dimensionner et choisir un composant ou des structures ;
- calculer les déformations induites par un chargement ;

- déterminer les équations dynamiques du mouvement.

C’est I'application du principe fondamental de la dynamique
qui, aprés avoir identifié et modélisé les différentes actions
mécaniques connues et recherchées, permet d’étudier la
relation de cause a effet entre les mouvements (ou I'équilibre)
d’un mécanisme et les actions mécaniques en présence.

W
Test de flexion
d’une aile d’A350

Modélisation des AM

Concept d’action mécanique

Une action mécanique (notée AM) est un phénomeéne qui peut provoquer des
déformations et des mouvements.

Une AM a toujours une origine et une cible. On utilisera la notation : i — j.

Exemples :

— action de la terre sur le bateau : ter — bateau
— action de I'eau sur le bateau : eau — bateau
— action de I'air sur le cerf-volant : vent — cerf — volant

fer — boussole

— action du noyau interne sur la boussole :

Un champ de force modélise une action mécanique.
Le champ de moment®? désigne I'effet d’un champ de force a distance.

Il est donc illusoire de vouloir observer un champ de force. Une force est du domaine du modéle,
une AM est du domaine du réel.

En pratique®, pour mesurer une AM, on utilisera la déformation d'un ressort, des jauges de
déformation ou des cellules piézo-électrique.

Graphe de structure

Un graphe de structure ou graphe d’analyse est un graphe des liaisons complété des

provoquer une . ' ® i ) ; »
déformation ! actions mécaniques sollicitant le mécanisme étudié. Il permet de recenser
efficacement toutes les actions mécaniques.
Exemple : chaine ouverte a 3 degrés de liberté.
Terre Air
Moteur 2
Moteur 1
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13

(1) Il y a le méme lien entre
le torseur IW’Z_)1 etle
moment Mzﬂ(A) qu’entre
la fonction f et I'image

fG0).

(2) La notation utilisée dans
ce cours correspond a une
fonction vectorielle.
Cependant, on pourrait
utiliser une autre notation :

_ R’ . .
Fa-p= {ﬁ o0
AM(4 - )
qui correspond a une
fonction torsorielle.

% comme force, ce quia

I'avantage donner en dans
le cours de dynamique de
2nd année :

P(i = j/k) =% (i - j) dVU(/k)

(3) Attention, cette derniere
notation n'est pratique que
dans les rares cas ou il n’y a
qu’une seule base. Orily a
souvent plusieurs solides
dans un mécanisme.

(4) On utilise le terme
« résultante »  car le
modéle résulte de la
somme de toutes les AM
de contact réparties au
niveau du contact entre
les deux solides.

(5) On peut parler du
moment d’une force ou
du moment d’un couple.

(6) Glisseur : la force peut
"glisser" en tout point de

la droite d’action en
modélisant la  méme
action.

(7) La distance entre un
point et une droite se
mesure au niveau du
projeté orthogonal du
point sur la droite.

Modélisation globale des AM

Torseur des AM

En cinématique du solide indéformable, on utilise le modele du torseur pour décrire les
mouvements. Par dualité, c’est donc ce méme modéle que I'on utilise pour les actions mécaniques

transmissibles.

mouvement j/i. Le torseur des AM modélise une AM.
M_)i_,j > E
A Ml_,](A) ZI\—/I)E_)](B)‘FE/\_R)E_,J &)

Les éléments de réduction du torseur sont :

M _ Ri—>j _ {Xi_)jx aF Yl—>]y aF Zi—>jZ _ Xisj Lisj 2)3)
inj = — = 2 3 2= Yisj Mij
Hiy @ | A U4 Mg+ Nz = o)
A Xy.2)

est invariante ;

torsion. Il est en Newton métre [Nm] et dépend du point d’expression du torseur.

On appelle torseur des actions mécaniques exercées de i sur j le torseur construit par
dualité avec la cinématique pour exprimer la puissance développée lors d'un

R»i_u- est la résultante® de I’AM de i — j. Elle modélise la part de I'action mécanique
qui génére ou modifie un mouvement de translation a trajectoire rectiligne,
provoque une déformation de traction ou compression. Elle est en en Newton [N] et

Mi_,]-(A) le moment® de 'AM de i — j. Il modélise la part de I'action mécanique qui
génére ou modifie un mouvement de rotation, ou provoque une déformation de

ou

Cas particulier d’un torseur glisseur

Une force modélise une AM d’un certain type.

Ce torseur est invariant pour tous les points P € (A, ﬁi_,]-) appelée droite d’action.

est nul.

Une force est décrite par un torseur glisseur® : P 3
- i—j
— F._. \
Mi—>j = { l__:] .
410

Le moment central (c’est-a-dire le moment sur I'axe du torseur) d’une force résultante

Détermination du moment d’une force en un autre point que le point d’application :

-

M, = 7 "
A - A{ 0 B(d|Flz
car M_;(B) = Mi_;(A) + BAAF,; = +d||F.;||Z

Fij \

d’action)”

sens trigo — + et sens horaire — —

d est appelé bras de levier (distance entre B et la droite

Cas particulier d’un torseur couple

Un couple modélise une AM d’un certain type.

Un couple est décrit par un torseur couple : Cisj /
8 4N
M., = R I
P {Ci—u' I

Ce torseur est invariant pour tous les points P de I'espace. En effet :

=

Ci—>j
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1.4

(1) L’action mécanique de
gravité est I'action de la
matiére sur la matiere.

La pesanteur prend en
compte la gravité et
I'accélération de la rotation
de la Terre.

(2) Centre de masse est
synonyme de centre
d’inertie et de centra de
gravité.

Exemple : champs de moments d'un torseur

Torseur glisseur

Torseur couple

(13 _ G

Mi_’j_A{ﬁ Miﬁf:A{ﬁ

— S 4
TR SNRTRINEY

e e ;__P..;‘*‘ oy N
oy W _‘_h-*: i T
3 =
—= A =
_ -
— S
— o
=
,/,/,,_,’;:;: RS
M L e
W - P

—  —=
A

Le torseur est une méme fonction vectorielle mathématique qui peut représenter des grandeurs
différentes selon son contexte.

En cinématique ces deux champs de vitesses représentent le champ des vitesses respectivement
d’une rotation et d’une translation.

Pour une action mécanique, ils représentent le champ de moments. C'est-a-dire qu’en chaque point,
le vecteur moment indique I'intensité du moment, et la direction autour de laquelle on va tourner.

AM réciproques

i — j est I'action réciproque de I'action mécanique j — i.

On admettra sans démonstration :

=3

3 A . s . == — Rl—>] R]—’l
Théoréme des actions réciproques : M; ,; = —M;_,; = § _, = -
Mi—»j(A) I\/I]—n(A)

Modéliser les AM usuelles

AM de la pesanteur

Considérons un solide 1 soumis a la pesanteur™ :

Pesanteur
G
ﬁteral

— —-mgZ
Moy = G{ 6

valable VP € (G, Z)

Le poids d’un solide 1 de masse m est une force de résultante mg passant par le
centre de masse® G :

AM d’un vérin

Considérons un vérin placé en parallele d’une liaison.

Vérin
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(1) Un Pascal :
1Pa=1N.m?

un Méga Pascal :
1 MPa =10° Pa = 1 N.mm-?

un bar:
1 bar=10° Pa

Si pour un vérin :

— le corps et la tige sont en liaison articulaire (pivot ou sphérique) a leur « point
d’attache ;

— et que les poids du corps et de la tige sont négligés,

alors le corps et la tige du vérin ne sont pas représentés sur le graphe d’analyse, et

I’action du vérin est modélisée par une force de droite d’action passant par ses points
d’attache :

— F U Su =
M ver = { 1:211, == {p_, uL valable VP € (A, u)
1-2 A 0 A 0

Le vérin est de type pneumatique ou hydraulique.

Pression théorique Pression théorique
dans le sens de sortie de tige dans le sens de rentée de tige

(L

avec : p en [Pa] |a pression uniforme du fluide ;

S en [m?] la surface de contact fluide/piston :

nD? n(D?-d?)

S = % pour une tige qui sortet S = pour une tige qui rentre

AM d’un moteur électrique

Considérons un moteur placé en parallele d’une liaison.

Moteur

P
Stator 1

SN 7

. ANa
Cpt (7@"‘
U Rotor 2

L’action mécanique du stator d’un moteur électrique sur son rotor est modélisée par
un couple orienté par I’axe du moteur :

—

= _ 0
M1"1_?t2 =4 {C1—>2ﬂ valable VP

AM d’un ressort de traction/compression

Cadre 2

N
R1—>2
Ressort

Considérons un ressort de traction/compression placé en paralléle d’une liaison. Soit A la longueur
du ressort.

L’action d’un ressort de traction/compression de longueur a vide A, et de raideur k
en [N/m] est une force passant par ses points d’attache et d’intensité
proportionnelle a la variation de longueur du ressort :
— —k(A— AU N
M res = { ( = o) valable VP € (4,u)
152 A 0
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AM d’un ressort de torsion

Considérons un ressort de torsion placé en parallele d’une liaison. Soit a I’angle du ressort.

Ressort

e

Illlu!

L’action d’un ressort de torsion d’angle a vide o et de raideur k en [Nm/rad] est un
couple, d’intensité proportionnelle a la variation de I’angle du ressort :

-

— 0 -
M res = { . valable VP € (4,u
12 A l—k(a — ay)u (4%
AM d’un amortisseur
(1) Attention, un Considérons un amortisseur!”) placé en paralléle d’une liaison. Soit c le coefficient d’amortissement

amortisseur est souvent de I"'amortisseur.
mis en parallele d’un

ressort, cependant ce sont

deux composants

indépendants.

Amortisseur

L’action d’un amortisseur de coefficient d’amortissement ¢ en [N/(m/s)] est une
force, d’intensité proportionnelle a la vitesse de I'amortisseur :

1-2 n

0

Mamo = 4 {_C(A N /10)’1,{ valable VP € (A, 17)

AM de trainée

Considérons un solide 1 soumis a au frottement visqueux de l'air :

Force de trainée

La force de trainée de I'air sur la voiture due au frottement fluide visqueux est :

—

0
avec: p en [kg/m3]la masse volumique du fluide ;

S en [m?] la surface projetée de pénétration ;
Ven [m/s] lavitesse de déplacement ;

1
_ LC.pSV2 -
Mar =, {2 xpoV U valable VP € (4,%)

C, le coefficient de trainée dans l'air.
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(1) Liaison sans
frottement, le frottement
étant considéré comme
une résistance au
mouvement.

Cette hypothese vient
s’ajouter aux deux autres
hypotheses de liaison
parfaite découvertes dans
le cours de cinématique :

- surface de contact
géométriquement
parfaite ;

- jeux de fonctionnement
nuls entre les surfaces de
contact.

(2) Les zones de validité du
torseur cinématique et du
torseur des actions
mécaniques transmissibles
sont identiques.

AM de la poussée d'Archimede

Considérons une bouée houlomotrice 1 soumis a l'action de la poussée d'Archiméde :

Poussée d'Archimeéde

of

La poussée d'Archimeéde de I'eau sur la bouée est :

{pVgZ
G\
avec: p en [kg/m3]la masse volumique du fluide ;

—
M eau =
1-2

valable VP € (G, Z)

V en [m?] le volume de fluide déplacé ;
g en [m/s?] I'accélération de la gravité.

AM transmissibles par une liaison

Une liaison entre deux solides 1 et 2 permet les mouvements relatifs entre ces deux solides, mais
aussi de transmettre des actions mécaniques d’un solide a 'autre.

Les composantes des vecteurs 1_?)1_>2 et 1\71_,2(A) sont ici appelées qu_,z .

inconnues de liaisons. En général, dans les problémes rencontrés, Ny,

elles sont inconnues et on ne cherche pas a les déterminer, sauf si I'on 21—»2

cherche a dimensionner des éléments technologiques qui réalisent ~

une liaison. )?142 i Yio
1-2

Une liaison parfaite est une liaison cinématiquement parfaite ne
dissipant pas d'énergie!!) quels que soient les efforts transmis par cette liaison et quelles que soient
les amplitudes et vitesses des mouvements relatifs. Conséquences :

Les torseurs des actions mécaniques et cinématiques d’une liaison parfaite ont une

forme duale.

— pour chaque degré de liberté supprimé, il existe une composante d’action
mécanique susceptible d’étre transmise par la liaison ;

— alinverse, aucune composante d’action mécanique ne peut étre transmise la ol un
mouvement relatif est possible.

Exemple : liaison glissiére de direction X entre 1 et 2

La liaison comprend 1 degré de liberté : T).

La liaison ne peut transmettre d’action élémentaire ﬁx,
d’ol X7, = 0.

N
Si on applique une force F, sur la piéece 1, la piéece 2 ne
« ressent » rien, car la force n’est pas transmise d’un
solide a I'autre par I'intermédiaire de la liaison.

A un degré de liberté en translation supprimé
correspond une composante de la résultante de

I'action mécanique
0%+, +2Z1,7Z]

My, = = = ;
2P {[L1—>2 X+M_,y+ N, Z}
*

(0X+0y+02)

Vap = p{vxyz,lfﬁoiwofr

A un degré de liberté en rotation supprimé
correspond une composante du moment de |'action
meécanique

Voir Tableau des liaisons pour les autres liaisons.
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2.1

(1) Appelé parfois
Principe Fondamental de
la Statique (PFS) si on
n’a pas admis un
principe plus général
avant.

(2) La réciproque est
fausse.

(3) On pourrait aussi
noter :

»Fi-5=0

(4) On note £ le
complémentaire de X.

2.2

Statique

Théoreme de I’équilibre

Référentiel Galiléen

Un référentiel est I'association d’un repére géométrique et d’'une échelle de temps.

En SIlI, on considere Galiléen :

— tout repere fixe par rapport a la Terre ;

— ou tout repére en mouvement de translation a trajectoire rectiligne uniforme par rapport a la
Terre.

Equilibre et statique

‘ On appelle équilibre un mouvement nul. |

‘ La statique est |'étude des états d'équilibres. |

Théoréme de I'équilibre

Théoréme de I'équilibre (TE)? :
Si un systéme matériel X' est a I'équilibre par rapport a un référentiel Galiléen alors la
somme des torseurs des actions mécaniques du milieu extérieur sur X' est nulle.

Ri—»z‘ _ {6 (3)

i-X

Le Principe Fondamental de la Statique (PFS) est un cas particulier du Principe Fondamental de la
Dynamique (PFD) appliqué a un ensemble de solides en équilibre.

L’équation torsorielle ci-dessus conduit donc a I’écriture de 2 équations vectorielles :

Ziﬁi—ﬂ,‘ = 6
XiM;,z(A) =0

Théoreme de la Résultante Statique (TRS) :
Théoréme du Moment Statique (TMS) au point A :

Aprés avoir exprimé ces vecteurs dans une seule et unique base (¥,¥,Z), chacune de
ces équations vectorielles donne 3 équations scalaires, soit 6 équations scalaires au

total :
Ry s 2=0W Mz 5(4).% =0
Rf—>2'5} =0 ME—J,‘(A)'}_} =0
quz.i =0 MEQE(A)'E =0

Théoréme d’un systéme soumis a 2 torseurs glisseurs
Exemple : Soit un solide S a I’équilibre, soumis a 2 forces :

On isole {S}.
On fait I'Inventaire des Actions Mécaniques Extérieures a {S} :
Rédaction 1 :

M1—>s — {Ri_)g — {_)R1—_>>s et Mz—»s — {Ri_)s . -
AL 0 B (BAAR, s B( 0 Riss

car Ml—)S(B) = Ml—)S(A) + E‘l’ A §1—>S
On applique le Principe Fondamental de la Statique en B a {S} :
Mys + Mys =0

Ri_s+Ryus=0 > R_l) etR_z) sont de méme direction, de méme norme et sens contraire
B BAAR, s=0 - les deux droites d’actions sont identiques et passent par (AB)
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(1) Exemple : bielle,
corps de vérin + tige,
roue avant de voiture...

(avec I'hypothése
pesanteur négligé sur 5)

2.3

(2) Si elles sont
paralleles, alors elles
sont « concourantes en
un point a l'infini ».

24

Rédaction 2 : y \/ X Yios
v Xios% + Y15y X1 sX + Y15y Yios \ D3
M s = - = = = = X’
A 0 B (—dx A (X1_sX + Yi_5Y) 255
v X2—>SJ_C) + YZ—»SS; -
et M, = { . -
225 = p g A
X)ZHS
On applique le Principe Fondamental de la Statique en B a {S} : A
Mys +M,5=0
Xios+ X5 =0 X1os = —Xoss
= Vis+Y5=0 =2 Yig =Y
B \—d¥ A (X;os% +Y;5y) =0 Bl Ys=0
Conclusion :
donc 1l7l)1_,5 == 1\71)2_,5 =4 {%x Lil n'y a plus qu'une inconnue, l'intensité de la force.

Si un systéme matériel £V est en équilibre soumis a 2 torseurs glisseurs (c’est-a-dire 2
forces) alors les torseurs glisseurs sont opposés, autrement dit :

— les résultantes sont opposées (méme direction, méme norme, sens contraire) ;

— les droites d’action sont identiques et passent par les points d’application.

Théoréme d’un solide soumis a 3 torseurs glisseurs

Si un solide est en équilibre et est soumis a 3 forces, alors ces
forces sont coplanaires et de somme nul, de plus elles sont
concourantes en un méme point ou paralléles’? et la somme des
moments est nulle.

Hypothése probléme plan

On peut admettre que I'on est face a un probléeme plan si :
— la géométrie des liaisons du mécanisme présente un plan de symétrie ;

— les résultantes sont paralléles au plan de symétrie ;

— les moments sont perpendiculaires au plan de symétrie.

LT

Dans ce cas, les composantes qui correspondent a des actions mécaniques
susceptibles de faire sortir les solides du plan sont nulles.

Probléme plan (0, X, y)

Mo = A{

)(1—>25C> + Y1—>25}> + Zl—>22 _
L1—>25é + 1"/11—>25}> + N1—>ZZ A

{X1—>2£ + Y1—>25;
N1—>22

L’hypothese de probleme plan permet de simplifier I’écriture des torseurs et d’alléger la mise en

ceuvre du Théoréme de I'équilibre.
Seules 3 équations scalaires seront issues du PFS (au lieu de 6) : 2 pour les résultantes et 1 pour le

moment.
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2.5

(1) On n’isole jamais le
bdti.

Méthodologie pour une étude statique

Liaisons modélisables par des torseurs glisseurs

Les actions mécaniques transmissibles dans les liaisons sphérique, sphére-cylindre et
sphére-plan sont toujours modélisables par des torseur glisseur (force).

Avec I'hypothése probléme plan, il faut y rajouter les liaisons pivot, pivot glissant et
cylindre-plan dont I'axe est perpendiculaire au plan.

— dessiner le graphe de structure ;

— réaliser les figures de changement de base ;

— représenter des forces et distances sur le schéma cinématique.
— Définir un isolement® :

Dans une chaine ouverte, isoler I'extrémité de la chaine ouverte en conservant
I'actionneur a dimensionner comme action extérieure.

Dans une chaine fermée, isoler les ensembles de solides soumis a deux forces
(bielle, vérin, roue non-motrice, bouée...) puis isoler un ensemble de solides qui
permet de relier les actions mécaniques extérieures aux actions mécaniques a
déterminer (liaison ou actionneur).

lister les hypothéses (probléme plan, liaison parfaite, pesanteur négligée...) ;

faire I'Inventaire des Actions Mécaniques Extérieures, en écrivant leur torseur, et
en tenant compte des hypothéses ;

appliquer le TRS/TMS/PFS afin d’éliminer les inconnues ou utiliser
démonstration les résultats concernant les solides soumis a deux glisseurs ;

sans

résoudre le systéeme d'équations ;

application numérique et comparaison au CdCF.

Exemple de stratégie d’isolement : chaine ouverte a 3 degrés de liberté

Pivot
daxe(0,7,)

Isolement de {3}

Pesanteur Vent Pesanteur Vent Pesanteur Vent

Pivot
d'axe(4.2;)

Pivot
d'axe (A.2;)

Moteur 1

Moteur 1 Moteur 1

Isolement de {2,3} Isolement de {1,2,3}

AM a P L a
p . Isolement Théoreme Projection Résultat
déterminer
Théoréme du moment sur z
Moteur 2 {3} statique en A 2 Minot2(A) = f (Ryenc—3)
M§—>3(A)-Zz =0
Théoréme de la sur @
Vérin {2,3} résultante statique ! Rver = f(Ryent—3 Rpes—2)
= N 1-2
Rzz3243.% =0
Théoréme du moment sur @ .
statique en O 0 Mmot1(0)
Moteur 1 {1,2,3} 0-1 . .
Mii7735514243(0). % = 0 = f (Ruent-3 Rpes—2)
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3 Loi entrée-sortie en effort

3.1 Loi entrée-sortie en effort d’un transmetteur

Généralement, les transmetteurs usuels (engrenages, poulie-courroie, vis-écrou...) sont entrainés par
un actionneur rotatif (moteur, ...) qui exerce un couple C,. La piece d’entrée du transmetteur tourne
alors a la vitesse w, par rapport au bati.

En sortie, selon que le transmetteur ait transformé le mouvement ou pas, ce dernier exercera une
force F; ou un couple Cs. La piece de sortie avancera a la vitesse I} ou tournera a la vitesse wy par
rapport au bati.

Puissance mécanique Puissance mécaniqu{  Puissance mécanique Puissance mécanique
de rotation de rotation de rotation de translation
Ce (N-m) ADAPTER Cs (N-m) Ce (N-m) ADAPTER Fs (N)
—_— —_—

, (rad/s) °| ET TRANSMETTRE 7 (rad/s) w, (rad/s)”| ET TRANSMETTRE vg (mfs)

Transmetteur Transmetteur

sans transformation de avec transformation de
mouvement mouvement

engrenage poulie courroie vis-écrou pignon-crémaillére

Une loi entrée-sortie en effort caractérise le comportement en effort du composant de
la chaine de puissance, elle en est le modéle en effort.

Exemples pour les transmetteurs usuels :
Cs = f(Ce) ou F; = f(C,)

e 4o P,
(1) Si on néglige les Dans le cas général, en régime permanent : % =7 (@
e

|Ps|
pertes, alors —= = 1
[Pel

3.2 Hypotheéses

La loi entrée-sortie en effort des transmetteurs usuels peut se déterminer rapidement
a partir de leur loi entrée-sortie cinématique, dans les conditions suivantes :

— fonctionnement en régime permanent, c’est-a-dire lorsque I'actionneur tourne a
vitesse constante ;

— liaisons parfaites entre les pieces qui constituent le transmetteur, pas de
phénomeénes dissipatifs (frottement sec ou visqueux) ;

— action de la pesanteur sur les piéces qui constituent le transmetteur, et action
interne de ressorts... négligeables devant les autres actions mécaniques mises en
jeu.

3.3 Loi entrée-sortie des transmetteurs usuels sans transformation de mouvement

Transmetteurs train d’engrenages, poulies-courroie crantée, pignons-chaine

Loi entrée-sortie cinématique : |wg| = r|w.| | avecr le rapport de transmission

Loi entrée-sortie en effort : |G| = g |C.|

Un réducteur diminue la vitesse de rotation et augmente le couple.
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3.4 Loi entrée-sortie des transmetteurs usuels avec transformation de mouvement

Transmetteur pignon-crémaillére

2m—27R 2mR

pa donc x| = Ty 18]
Loi entrée-sortie cinématique : V] = R|w,|
- - g 1
Loi entrée-sortie en effort : |F,| = EnlCel
Transmetteur vis-écrou
b done x| =210
X 2
. . . e s . pas
Loi entrée-sortie cinématique : V| = Py We|
. , . 2
Loi entrée-sortie en effort : |F| = p—;nlCel

4 Modélisation des AM avec frottement

4.1 Phénomeéne de frottement

I Le frottement?® est un phénomeéne dissipateur d'énergie observé au niveau du
frottement s'appelle la mouvement relatif entre deux éléments. Il peut étre :
tribologie. . . . . ana .
g — utile lorsqu’il s’agit de freiner ou d’accélérer un solide ;
{3)‘(@ DTG — néfaste lorsqu'il est a 'origine d'usure ou d'échauffement.
animation sur le
frottement :

https://sciencesindustri Le frottement transforme I’énergie mécanique en chaleur, et est donc cause d’irréversibilité.
elles.com/qlossary/frot

tement/ 4.2 Modélisation globale des AM sans frottement

E Concernant les solides, le mouvement relatif est a observer au niveau du contact entre ces éléments,
il est donc nécessaire de se placer au niveau local, au niveau d'un point de contact.

On rappelle la forme du torseur des actions mécaniques
transmissibles dans le cas d’une liaison sphére-plan parfaite
de centre / et de normale Z :

1\7I>1->2 = N1_)—>2 = {lezﬁ 8
I 0 I 0

(2)

Dans le cas d’une hypothése de probléme plan, le torseur des actions mécaniques transmissibles
dans une liaison cylindre-plan a la méme forme.
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4.3

(1) Parler de "tendance au
glissement" présuppose
déja d'avoir résolu I'étude
de maniere intuitive, c'est
donc une erreur de
raisonnement. Cependant
dans un souci de
simplification nous
utiliserons ce vocabulaire.

Modélisation globale des AM avec frottement

Résistance au glissement : Modéle de Coulomb

Exemple : Soit 2 solides en contact. On applique une force F de norme de plus en plus importante sur le solide 2
avec comme objectif de le faire glisser. On prendra f = 0,3 et une échelle de 10 N = 1 carreau.

On pose 2 sur 1

On pousse faiblement avec F = 20 N

ADHERENCE avec frottement

ADHERENCE avec frottement
Tendance au glissement(?)

7N
[
\[]

L/

§o
—
—

paull ™
T~ —
Rlaz
\ I/
|
I
b1 N\ /
A /
\1/
\ F
1 ‘\ 1 |
| [Tendance au = N
[ | glissement 2/1 Y P = mg
I
Il

N - N
Ry = Nisp = Nyt

I_Q)Hz est a 'INTERIEUR du cone d’adhérence

Riy = Nip + Tiny = Nypi + Tiot
avec |Tioz| < fINiLo| et f = tan(p)
ﬁl_,z est a 'INTERIEUR du cone d’adhérence

sz s’oppose a la tendance au glissement 2/1

On pousse davantage avec F = 30 N

On pousse davantage avec F = 50 N

ADHERENCE avec frottement
Limite du glissement

GLISSEMENT avec frottement

a ™
Y~ —
ﬁhz
\ /
TN
\ |/
\l/ F
115 — T 1~
::Tendance au A\ 4 Bzmﬁ
glissement 2/1
[
FTTT [

a7 ™
T~ Y
R1~>2
\ /
\
TN
\
/
——ma \{/ 7
<
1[5 1
Yilp_.2
[ [Glissement 2/1 P=mg
PN
LT

Risy = Niop + Tiny = Nyopii + Tiot
avec |Tioz| = fINiS,| et f = tan(ep)
}_?)1_,2 est SUR le cone d’adhérence

Tl_,z s’oppose a la tendance au glissement 2/1

Risp = Niop + Tinp = Nyopit + Tiof
avec |Ty5| = f|Ny;| et f = tan(p)
1_?)1_,2 est SUR le cone d’adhérence

71_,2 s’oppose au glissement de 2/1
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On constate expérimentalement que la composante tangentielle atteint un maximum et sature.
Afin de modéliser le phénomeéne de frottement on construit le modéle de Coulomb.

Soient deux solides 1 et 2 en contact ponctuel au point P et ayant une tendance au
glissement ou un glissement relatif. La résultante de I'action mécanique de 1 sur 2 au
point P s’écrit :

Ry, =Ny, + T, = Nioni+ Ty 5t

— N,_,, est la composante normale de I'effort de contact de 1 sur 2 ;

— T, est la composante tangentielle de I'effort de contact de 1 sur 2. C’est cette
composante qui modélise la résistance au glissement.

ADHERENCE GLISSEMENT

-
TlHZ

|T1—>2| < f|N1—>2| |T1—>2| = f|N1—>2|

Loi de Coulomb : | T o] < fINl_,2||

— fle coefficient de frottement [sans dimension] avec|f = tan(¢p)|.

— @ le demi-angle au sommet du cone de frottement.

La force résultante R,_, ne sort jamais du céne de frottement.
Elle est a l'intérieur du cone en cas d'adhérence.
Elle est sur le cone en cas de glissement.

Coefficient de frottement

Coefficient de frottement f
Matériaux en contact Nature du frottement Exemples d'utilisation
a sec lubrifié
Acier / Acier 0,15a0,20 0,10 Variateur a friction
Acier / Bronze 0,15 0,10 Roue-vis, coussinet
Acier / Caoutchouc 0,25a 0,45 Poulie-courroie
Acier / garnitures 0,20a 0,50 Frein, embrayage
Caoutchouc / Goudron 0,8 0,5 Pneumatique

La valeur du coefficient de frottement dépend, par ordre d'importance décroissant :
— du couple de matériaux ;

— de la lubrification ;

— dela rugosité des surfaces ;

— de latempérature.

La valeur du coefficient de frottement ne dépend pas :

— dela forme et l'aire de la surface de contact ;

— de l'intensité de I'effort normal.
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Résolution
Dans le systeme d’équations issue du PFS, on a ajouté une inconnue 71_,2. On ne peut
pas résoudre sans ajouter une équation.
On fera souvent I’hypothése que I'on se trouve a la limite du glissement, on ajoute
ainsi une équation de comportement.
Ainsi la forme du torseur des actions mécaniques transmissibles dans le cas
d’une liaison sphére-plan non parfaite de contact / et de normale Z ou la )
(1) La direction de la tendance au glissement se fait suivant j est :

composante de résistance
au glissement dépend de
la direction de la tendance
au glissement de 2/1.

Fia= {Tlﬁz N
0

/!

Y1—>2}_’> +Zl—>22 (1)

—

0 (1)

Avec |Y1_,| < f|Z;2,], le sens de la tendance au glissement de 2/1 donnera le signe de Y; ;.

Dans le cas d’'une hypothése de probléeme plan, le torseur des actions mécaniques
transmissibles dans une liaison cylindre-plan de ligne de contact perpendiculaire au
plan et de normale Z ol la tendance au glissement se fait suivant ¥, a la méme forme.

omene d’arc-boutement

On appelle arc-boutement, le phénomene issu du frottement pour lequel un équilibre
subsiste indépendamment de I'intensité de I'effort qui tend a le rompre.

On appelle coincement, le phénomeéne issu du frottement pour lequel un équilibre

persiste alors que la méme cause de I'équilibre a disparu.

Modélisation des AM de résistance au roulement et au pivotement

Le raisonnement effectué pour le glissement peut étre appliqué au roulement et au pivotement.

Soit I un point de contact entre deux solides 1 et 2. Selon les cas, I'action mécanique de 1 — 2 est

modélisée en I, par le torseur suivant :

—

Mraul 152 (1)

Par analogie avec les lois de Coulomb :

le roulement ou la tendance au
roulement donnera naissance a une
résistance au roulement modélisée par

un moment de résistance au
roulement ;
le pivotement modélisée par un

moment de résistance au pivotement

Pivotement ou tendance au pivotement

Roulement ou tendance au roulement

M _ { Ny,
1-2 — =
1 Mpiv 1-2 (I)

—
N1—>2

]\71)1—>2= {—»
[ Mroull—»z(l)

My, 12(I) est le moment de résistance
au pivotement en .

M, ou1 152(I) est le moment de résistance
au roulement en .

— Il s'oppose au pivotement ou a la
tendance au pivotement de 2/1.

— Il est dirigé suivant la normale au
contact.

= [IMyiy 12D < 8| No-e|

I s’oppose au roulement ou a Ila
tendance au roulement de 2/1

Il est contenu dans le plan tangent au
niveau du contact

- ||Mroul 1—>2(I)|| < 77”1_\71—&”
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5

5.1

(1) Cette modélisation est
aussi nécessaire pour la
prise en compte des
résistances au glissement.

Avec 17 coefficient de résistance au

roulement en [m]

Avec 6, le coefficient de résistance au
pivotement en [m].

Exemple : ! Exemple : i -
¢ P - P
&
= -
e d4a Nios
R T
v 4 |
— n
Mpiv 1—>2(1)
En phase de virage avec ce chariot de manutention, il | Parmi les criteres a étudier lors de I'achat de

pneumatique pour sa voiture, il y a lindice de
résistance au roulement. Plus celui-ci est bon, plus la
consommation de carburant sera faible.

existe un moment de résistance au pivotement du sol
sur la roue autour de (I,Z) qui s’oppose a l'action
mécanique fournie par I'utilisateur pour orienter la
roue directrice.

On notera enfin que les phénomenes de résistance au glissement, au pivotement et
au roulement peuvent se combiner et étre rencontrés dans une méme étude.

M _ { 1_\71—>2 + Tl—)Z
1-2 — = =
I Mpiv 1-2 (I) + Mroul 1-2 (I)

Modélisation locale des AM

AM a distance et de contact

On distingue les actions mécaniques a distance et de contact.

‘ Les actions mécaniques a distance agissent sur tout le volume du solide. |

Exemples : actions magnétiques, action de la pesanteur...

‘ Les actions mécaniques de contact agissent directement sur la surface du solide. |

Exemples : pression d’un fluide, pression de contact entre deux solides...

Une action mécanique de i — j est toujours répartie sur la surface (action de contact)
ou sur le volume (action a distance) du solide j, contrairement a ce que pouvait laisser
croire le modeéle utilisé jusqu’a maintenant (action appliquée en un point).

La modélisation locale permettra donc de modéliser finement ces actions a distances et ces actions
de contact™®.

Le point de vue local concerne le modele proposé pour un point. L'expression de la force
élémentaire dﬁl_,z varie en fonction de la nature du contact, associé a P :

Nature du Elément géométrique Nom Unité Force élémentaire
domaine différentiel dF
1-2
Point 1 Force F [N] F
Ligne dl Force linéique p [Nm~1] pdl
Surface ds Force surfacique p [Pa] = [Nm™2] pdS
Volume dv Force volumique q [Nm~3] qav

L'ensemble des forces élémentaires agissant sur I'ensemble des éléments concerné
par I'action mécanique est appelé champ de forces associé a I'action mécanique.

C'est la connaissance de ce champ de forces qui peut permettre d’étudier les déformations d’un

solide soumis a une action mécanique.
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5.2

5.3

(1) Pour I'action de
contact d'un fluide sur un
solide en statique, on n'a
pas de composantes
tangentielles.

En revanche en
mécanique des fluides
pour I'écoulement d'un
fluide, oui. Mais c'est hors
programme.

(2) avec N;_,; = 0.

(3) dans ce cours, on
confondra coefficient de
frottement d'adhérence
fa et coefficient de
frottement de glissement
fg- qui auraient 2 valeurs
légérement différentes

avec fg < fq.

Modeéle local d’'une AM a distance

Soit P, un point appartenant a un solide 2 et concerné par une action mécanique a distance. On
modélise localement I'action mécanique a distance par une force élémentaire dF, _,, agissant sur un
volume dV de dimension réduite défini au voisinage de P, telle que : dF;_,, = G dV.

L'action mécanique local de la pesanteur sur un solide 1 :
dFppy = —dm gZ = —pg dV 7 VP E 1

Modeéle local d’'une AM de contact

Soit P, un point appartenant a un solide 2 et concerné par une action mécanique de contact. On

modélise localement I’action mécanique de contact par une force élémentaire dF,_,, agissant sur
une ligne dl ou une surface dS de dimension réduite défini au voisinage de P, telle que :

dF_)1—>2 = dﬁ1—>2 AF d?l_)z = le_)zﬁ AF dTl_)zz &
ou:
= dﬁl_,z est la force élémentaire de pression normale au plan de contact ;

- dﬁ_,z est la force élémentaire de résistance au glissement appartenant au plan
tangentiel de contact : |dT;_,| < f|dN;,;] .

Phénomenes d’adhérence et de glissement

On distingue plusieurs cas :

sans FROTTEMENT avec FROTTEMENT

On pose :
ADHERENCE

‘71'/1'(1) =0

(absence de

dﬁ}'_,i = d]Vj_,iT_l) + de_”'E)
avec |dTjo;| < f|dN;js;| @

On ne sait pas toujours résoudre I'exercice

mouvement B )
relatif) car on a ajoute une inconnue.
On pose :
On pose : dFj; = dN;_i7l + dTj_;t
dF i = dNj_ii® avec [dTj| = f|dNj;| @
GLISSEMENT N . . N
., . On sait résoudre I'exercice car on a ajouté
Vi/j(l) #0 une équation et une inconnue.
(mouvement .
relatif) Cette composante tangentielle est :

- colinéaire au vecteur vitesse de
glissement : dTj_;t AV;/;(1) =0
- de sens opposé au vecteur vitesse de

glissement : d'I}-_,if.V)i/j(I) <0
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5.4

(1) une ligne : I
une surface : ”

il

Relation entre le modéle local et le modéle global

Dans le but d’appliquer le principe fondamental de la statique ou de la dynamique a un mécanisme,
on fait I’lhypothése que les pieces qui les constituent, sont indéformables. Dans ce cas, on a intérét a
utiliser un modéle global des actions mécaniques comme cela a été fait jusqu’a maintenant.

actions locales.

Le modele global d’une action mécanique est I'action équivalente a I'ensemble des

Soit une AM de 1 — 2 décrite du point de vue local sur un domaine D par la force
élémentaire dﬁl_,z, le torseur des AM de 1 — 2 s'écrit :

=
R1—>2

i, = {ﬁ = P
AM,,(4)  A|[ AP AdF,.,

fD dﬁ1—>2

Modélisation locale

Modélisation globale

-

Réel

Action Mécanique

- action gravitation

Modeéle local

-
P>

Exemples de répartitions de pression

Champ de force

[ =% _;distance

- action électromagnétique -}* (

- action de contact

- de contact

Modele global

Torseur des actions

mécaniques

Pression constante

Pression linéaire

Pression affine

Pression quadratique

p Pmax Pmax Pmax
Pmin
L x )/‘v/lv/l' g 7T * *
VYV o ! 4’ 4’ \1' S
0 L 0 L 0 L 0 L
p
=L Pmax t Pmin Pmax
pL 2 Baricentre 2 L 3 L
E 2L »entre le %
2 x 3 x oo, x 4 x
| S | S ]
7 T
p(x) =p p(x) _ pnlllax x p(x) _ Pmax Z pminx + Donin p(x) - pz@:xxz
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QUESTIONS DE COURS

- donner I'expression d’un torseur d’AM ;

- donner la relation du champ des moments d'un torseur ;

- donner les expressions d’un torseur couple et d’un torseur glisseur ;

- expliquer le calcul d'un moment par la méthode du bras de levier ;

- donner le torseur des actions mécaniques de la pesanteur, d'un vérin, d'un moteur, d’un ressort et des liaisons
pivot, glissiere ;

- donner les relations entre les différentes unités de pression ;

- donner la démarche a utiliser pour une étude statique.

- donner le torseur de I'action mécanique transmissible dans la liaison ;

- préciser le théoréeme d’un solide soumis a 2 actions mécaniques modélisables par des forces (torseurs
glisseurs) ;

- donner le nom des liaisons dont I’AM transmissible est modélisable par un torseur glisseur ;

- donner la stratégie d’isolement a utiliser pour déterminer I'action fournie a I'effecteur de la chaine de
puissance d’un mécanisme en chaine fermée ;

- quand peut-on admettre I'hypothése « probléeme plan » ?
- que se passe-t-il dans I’écriture d’un torseur quand on fait I’'hypothése probléme plan ?

- donner le nom des liaisons dont 'AM transmissible est modélisable par un torseur glisseur lors d’une
hypothése probléme plan ;

- donner la stratégie d’isolement a utiliser pour déterminer les actions fournies aux effecteurs de chaque chaine
de puissance d’'un mécanisme en chaine ouverte ;

- donner les hypothéses simplificatrices qui permettent de déterminer rapidement une premiére approximation
de la loi entrée-sortie en effort ;

- donner les lois entrée-cinématique et en effort des transmetteurs usuels (réducteur, pignon-crémaillére, vis-
écrou).

- expliquer les phénomeénes de frottement et d’adhérence ;
- donner les lois de Coulomb pour une action mécanique de contact ponctuel ;

- comment trouve-t-on le sens et la direction de la composante tangentielle de résistance au glissement de
contact ?

- modéliser les AM transmissibles dans une liaison sphére-plan avec prise en compte de la résistance au
glissement ;

- donner la notion d’arc-boutement ;
- que vérifie comme loi un solide arc-bouté ?

- modéliser les AM transmissibles dans une liaison sphere-plan avec prise en compte des résistances au
pivotement et roulement.

- donner le modele local d’'une action mécanique a distance ;
- donner le modele local d’'une action mécanique de contact linéique ou surfacique ;
- donner la relation entre le modéle local et le modele global.
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Systeme a évenements
discrets
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(1) Systemes du premier
ou du 2°™ ordre

(2) Echelon, rampe ou
sinusoide.

On a étudié plus tét dans I'année la fagon dont se comportaient les systémes continus
usuels™® lorsqu’ils étaient soumis a des entrées, elles aussi usuelles®. Dans ce cours, on s’intéresse
au comportement des systemes a évenement discrets (SED).

Les systemes a événements discrets (SED) se définissent par opposition aux systémes continus dont
I'évolution est continue dans le temps et peut étre décrite par des équations différentielles.

Dans un SED, le passage d’un état a un autre est déclenché par des événements ponctuels.

Contrairement aux systémes continus ou les informations traitées sont de nature analogique, les
systemes a événements discrets manipulent des informations logiques ou numériques.

Les SED sont le plus souvent séquentiels, c’est-a-dire que la ou les sorties dépendent de la

combinaison des entrées et de I'état précédent des sorties

Exemple : télécommande de téléviseur

Un appui sur le bouton entraine soit I'allumage ou soit
I’extinction du téléviseur.

Ainsi, dans la cas d’un SED séquentiels :
— une méme cause (méme combinaison des

entrées) peut produire des effets différents ;
— le temps peut étre une cause déclenchante ;
— l'effet peut persister si la cause disparait.

L'unité de commande de ces systemes a événements discrets est ¢
trés souvent réalisée a partir de circuits logiques et de calculateurs.

Elle est programmée a partir de I'analyse d’un cahier des charges
avec comme objectif, d’aboutir a un fonctionnement du systeme

conforme aux attentes de ses utilisateurs.

|

[

S TRAITER

MEMORISER

Unité de commande

Chaine d'information

Ordre

Carte Arduino

Unité de commande : fonction, entrée et sorties

chaines fonctionnelles.

Les entrées des SED sont des informations en provenance de I'lHM et des capteurs.
Les sorties sont des commandes vers les IMH et les préactionneurs des différentes
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Comme pour toutes les autres étapes de conception d’un nouveau systéme, il se révéele plus efficace
techniquement et économiquement de modéliser la structure du programme et de la simuler, avant
tout choix de langage de programmation et réalisation du programme.

SysML Dingrams | -

Cette  démarche  structurée - =]
s’inscrit dans un contexte plus
large d’ingénierie systeme.

== 7 Aty g (

Elle peut étre mise en ceuvre via
le langage SysML et plus

particulierement grace a ingénier 2 di dul SvsML et logiciel

.ore . . ngenierie systeme : diagramme du langage S et logiciels
I'utilisation des  diagrammes & v & gage sy &
d’état.

de simulation associés

1 Diagramme d’état (stm)

1.1 Présentation

(1) Chaque bloc d'unbdd  Ep |angage SysML, un diagramme d’état (stm) est nécessairement associé a un bloc® du diagramme
ou d’un ibd ne conduit

pas nécessairement & un de deflnltlon‘s de blocs (bdd) ou du diagramme de blocs internes (ibd). Ce bloc peut étre le systéme,
diagramme d’état. un sous-systéme ou un composant.

Le diagramme d’état représente le comportement du systéme et ses changements
d’état en fonction des interactions.

Exemple : dispositif de vidéo surveillance

Le diagramme ci-dessous décrit le fonctionnement d’un systeme de

vidéo-surveillance. On y trouve :

— 5 états: Repos, Initialisation,  Diagnostic, Arrét et
Fonctionnement ;

— des transitions entre les états, représentées par des fleches, et
qui précisent sous quelles conditions le systéme passe d'un état
a un autre.

stm [Machine a Etat]Systéme_de_surveillance ‘% Systéme_de_surveillance ]J

le

-

Arrét

[r == "oui"J/Arrét caméras Confirmation réponse (r)

- N Repos k - Arrét
[r =="non"]

Démarrage Aprés (60 s)/Afficher statut "Délai dépassé"

Arrét [in (connecté))/Confirmer demande arrét

Disfonctionnement systeme Initialisation
[Initialisation OK]

W
Fonctionnement

L

> entry /Afficher le statut "en fonctionnement”
[Initialisation pas OK] do /Surveillance du site

(—> exit /Afficher le statut "arrét"
Di ) [Systéme OK]

On peut remarquer, avec cet exemple, que la représentation du comportement est en générale
fonctionnelle dans les diagrammes d’état. Aucune information technique sur la maniére dont sont
transmises les informations, ni sur la fagon dont sont réalisées les activités, n’est précisée.
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1.2

(1) Représenté
graphiquement par un
rectangle aux bords
arrondis.

(2) En général une
activité instantanée :
allumer un voyant,
incrémenter un
compteur, éteindre un
voyant...

1.3

(3) Représentée
graphiquement par une
fléche.

Etat et ses activités associées

Un état!® modélise une phase du fonctionnement du systéme.
Pendant cette période, |'état est dit actif et le systeme accomplit :
- une simple activité ;
- OU une séquence d’activités ;
- OU est en attente.
En dehors de cette période, I'état est dit inactif.

Par définition :
e il n’y a gu’un seul état actif a chaque instant ;

e un état possede un titre unique dans le diagramme.

Le lan

entry

do

exit

cement des activités a l'intérieur de |I'état actif est organisé selon des mots réservés :

Activité ayant une fin®?, elle ne peut pas é&tre interrompue. Elle est
exécutée lors de |'activation de I’état.

Activités interruptibles. Elles sont exécutées dans I'ordre de leur TITRE
écriture, a partir de l'instant ou I'activité associée a entry est Entry / activité1
terminée. Do / activité2

Activité ayant une fin®?, elle ne peut pas é&tre interrompue. Elle est
exécutée lors de la désactivation de I'état, a I'instant de la sortie
de I'état.

Exit/ activite3

Remarques :

— les trois comportements entry, do et exit ne peuvent étre utilisés qu’une seule fois
par état, mais il est également possible de n’en utiliser qu’une partie (seulement
entry par exemple) ;

— siaucun mot réservé n'est utilisé, cela correspond a un do ;

— un état vide (sans activité) indique un état d’attente ;

Franchissement des transitions

Une fois recensés tous les états d’un systeme, il faut ensuite en modéliser ses évolutions en

identi

fiant les conditions de changement d’état.

Une transition® modélise la possibilité d'un passage instantané d'un état vers un
autre.

On appelle état source I'état de départ d'une transition, et état cible I'état d'arrivée
d’une transition

La transition :
e estinstantanée ;
e n'est évaluée que si I'état source est actif.

Son franchissement est conditionné par des événements déclencheurs et des
conditions de garde.

Ces événements et conditions de franchissement ainsi que I'éventuel effet associé a la tran

sonti

ndiqués le long de la fleche qui la symbolise suivant la notation :

sition

événement [garde] / effet

v
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‘ Evenement [cond] Une transition réflexive entraine une sortie de
I'état puis un retour dans ce méme état, avec
m appel des éventuelles activités exit et entry.
1.4 Evénement
Un événement correspond au changement d’état d’une variable observée. Il est daté
(1) Sur le front montant. dans le temps et il est traité instantanément lors de son occurrence™ (apparition).

(2) Ces activités doivent
donc avoir une fin.

1.5

(3) Vrai ou faux,
généralement notée 1 ou 0.

|

0% 1 | |
Exemples : NN Vit |
Appui sur un bouton, arrivée en , - =T '
fin de course d’'un mécanisme, \ * .
dépassement d'une valeur \J : !
seuil... | | [ |

o] | ‘ ! \ ‘ [ | (A A

Un événement n’est jamais mémorisé et est donc perdu s’il ne méene a aucune
évolution du diagramme d’état.

Il est possible d’utiliser des variables internes (compteurs ou horloge) pour spécifier un événement
déclencheur :

Se déclenche lors du changement d’état d’une valeur interne au diagramme d’état.

when| .
Il permet par exemple d’utiliser un compteur : when(N=3).

se déclenche apres une durée T passé dans I'état d’amont. |l permet de réaliser une
temporisation.

se déclenche a la date D dans un référentiel de temps dont I'origine correspond
généralement au démarrage du fonctionnement du systéme.

Si une transition n’a pas d’événement spécifié, I'’événement déclencheur implicite est
la fin des d’activités'® liées au do de I'état source.

Garde

La garde est une condition de franchissement de la transition. C'est une condition
logique® évaluée a I'instant de I’événement déclencheur.

Contrairement a I'événement qui, lui, est localisé dans le temps, la garde traduit une condition qui
dure dans le temps et qui doit persister.

Exemple :

Pour un bouton :

- I'événement est associé a I'instant ol le bouton est enfoncé ;
- la garde est associé a I'état du bouton : enfoncé ou non.

Si une garde n’est pas présente le long d’une transition, elle est considérée comme
toujours vraie.

La syntaxe d’une condition de garde vérifiant si I'’état TOTO est actif est : |[in TOTO],.
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(1) On verra en pratique Equation Iogique
que cette regle n’est pas
toujours respectée dans La condition logique évaluée pour I h l
les diagrammes d’état la garde peut-&tre le résultat d’une dey[c1:b ] Montée
rencontrés. L . . . after (30s)[b-c2

combinaison de I'état de plusieurs ._’[ Paperen pacjech[i;-cfi] oYL

grandeurs logiques, on parle alors T

A ’ 4 H H b ( Descente \
du résultat d’'une équation logique. — LT

(2) Remarque : le symbole
= ne traduit pas une
égalité mais une identité
d’état (0 ou 1, Vrai ou
Faux).

1.6

1.7

1.8

(3) Il peut y en avoil.9
plusieurs car différents
scénarios peuvent étre
possibles pour mettre fin a
un diagramme d’état.

1.10

e2[in Avancer chariot |

c3

Dans ce type d’équation, on utilise des opérateurs logiques selon les regles de I'algébre de BOOLE.

Ces 4 opérateurs logiques sont : OUI, NON, OU, ET. Ils permettent de réaliser les opérations de base :

Entrées:aetb résultat:S?
oul notée S=a a=1
NON . _
. . . notée S=a a=0
(appelé aussi « complément ») qui donne & S la
ou valeur 1 si et
, . . notée S=a+b ) . a=10U b=1
(appelé aussi « somme logique ») seulement si
ET
, . . . notée S=a-b a=1ET b=1
(appelé aussi « produit logique »)

L'opérateur logique OU correspond a un montage en paralléle.

L'opérateur logique ET correspond a un montage en série.

Effet

Un effet est une activité accomplie lorsque la transition est franchie.

Les activités associées aux effets sont considérées instantanées, par exemple on peut définir une

variable /N=1

‘ Une transition peut ne pas avoir d’effet associé.

Pseudos-états

Un pseudo-état est un état ne pouvant pas avoir d’activité.

lls servent essentiellement comme éléments de liaison et pour indiquer I'état initial ou I'arrét du

diagramme d’état.

Pseudo-état initial ®&—

Unique et obligatoire, il est activé au lancement de la machine a états et marque le
début de I'exécution du diagramme d’état. Il n’a aucune transition entrante.

Pseudo-état final >®

sortante.

Optionnel®, il signe |a fin de I’exécution du diagramme d’état. Il n’a aucune transition

Pseudo-état jonction @

Utilisé pour regrouper (« factoriser ») des conditions de franchissement de transition,
en particulier des gardes communes a un événement.
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1.11

(1) Contrairement au
pseudo-état jonction.

1.12

Il permet de partager des segments de transition et d’aboutir a une notation plus lisible des chemins
alternatifs.

L’évaluation des conditions de garde en aval du pseudo-état est réalisée avant qu’il ne
soit atteint.

Exemples : pseudo-état jonction
ella>0 and b<0]
\{ Etat3 l
ella>0 and b=0]

ella>0 and b>0]

Etatl el[a>0]

[b=0]
Etat4
e2[a>0]
Etat2 [b>01
e2[a>0 and b=0]
>( Etat5 Etat5
e2[a>0 and b>0]

Exemple sans pseudo-état jonction Exemple avec pseudo-état jonction

e2[a>0 and b<0]

Pseudo-état décision <=

‘ Utilisé pour une sélection ou une convergence de séquences exclusives.

L’évaluation des conditions de garde en aval du pseudo-état est réalisée au moment'?
ou il est atteint.

Les conditions de gardes doivent étre exclusives.

L'utilisation d'une clause |[e/se]| est recommandée aprés un pseudo-état décision, car elle garantit un
modele correct en englobant tout ce qui n’est pas décrit dans les autres expressions logiques et en
assurant ainsi qu’un moins un segment en aval est franchissable.

Exemple :

Ci-contre, dés que I'’événement apparait, le pseudo-état décision est
atteint. Si la condition est vraie, c’est I'état 2 qui devient actif, sinon,
c’est I'état 3.

Evénemen

Etat composite

\

Un état composite décrit les évolutions internes d’un état a l'aide d’un autre
diagramme d’état.

Etat
OO

/

Pour repérer un état composite, un signe symbolisant des lunettes est apposé sur
I'état.

Cette structure qui englobe plusieurs sous-états exclusifs considérés comme hiérarchiquement
inférieur au diagramme principal, permet de rendre ce dernier plus lisible en entrant séparément
dans le détail des évolutions internes du systeme.
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Radio OFF

Exemple : radio-réveil

state machine Radio[ :}* Radio ]A

Radio OFF power_ON Radio ON
power_OFF do / émettre son

T .

‘ power_OFF

power_ON|

state machine Radio | /5 Radio | |

7~
‘ ower_OFF

power _AUTO

Radio AUTO J
\ | | ’
power_AUTO power_AUTO
power_ON o Radio ON Silencieuse i (Houres = Palries)
power_OFF do | émettre son | When (Heouranbe
!
T after (59mn) En alarme
power_ON do / émettre son

snooze .

Radio AUTO : Radio AUTO

g = = Attento after (Smn)
power_AUTO P

0
0

1.13

1.14

(1) Dans ce cas de figure
plusieurs états sont actifs
en méme temps (un seul
par région).

Une transition qui atteint la bordure d’un état composite est équivalente a une
transition qui atteint I’état initial de sa région interne.

Une transition qui sort de la bordure d’un état composite est équivalente a une
transition qui sort de tous les états de sa région interne.

Historique d’un état composite

L’état actif au moment de la sortie d’'un état composite peut étre mémorisé par
I'indication historique.

Lors de la réactivation de I'état composite, celui-ci se réactive a cet état.

Exemple : it

L’historique est utilisé ici pour permettre a Erad

un systéeme de recommencer en cours de
cycle lors du redémarrage aprés un appui  @—- =

sur I'arrét d’urgence (ARU).

IARU

Etat composite orthogonal

Dans un état composite orthogonal, plusieurs diagrammes d'états peuvent évoluer
simultanément dans des régions séparées par des pointillés.

Les différentes régions de I'état orthogonal fonctionnent en paralléle sans aucune
influence les unes sur les autres (%),

Une transition qui atteint la bordure d’un état composite orthogonal est équivalente
a une transition qui atteint les états initiaux de toutes ses régions.

Toutes les régions d’un état composite orthogonal doivent atteindre leur état final
pour que |'état composite soit considéré comme terminé. Ce n’est qu’a cette
condition que la transition de sortie de I'état composite devient franchissable.
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Exemple : distributeur de boissons

r - N
préparation boisson et restitution monnaie

aﬁer(ms)' fin préparation I @
entry/placer gobelet ’l dofajouter sucre I Ll r

préparation boisson

do/servir liquide gobelet en attente ]

>
_____________________________ Ld ofafficher "retirer boisson" J

- o X ™ iré
restitution monnaie gobelet retiré

. entry/ calculer monnaie 4 rendre ;(D

\do/ rendre monnaie

L'activation et la sortie d’'un état composite orthogonal peuvent étre également
symbolisés par des barres de synchronisation fork et join qui fonctionnent par paire.

(1) Sans événement ni e Les transitions, nécessairement automatiques', qui partent d'une barre de
garde associée. synchronisation fork sont franchies simultanément.

e La transition qui part d’'une barre de synchronisation join n’est franchissable
qu'aprés le franchissement de toutes les transitions, nécessairement
automatiques, qui convergent vers cette barre.

Exemple : distributeur de boissons
Le diagramme d’état ci-dessous décrit le méme comportement que celui présenté précédemment.

4 . . . . 3
préparation boisson et restitution monnaie

- - . \

préparation boisson aﬂer(mg)f fin préparation ]
entry/placer gobelet I dojajouter sucre I

dofservir liquide “r gobelet en attente ]

—
e
........................ Ldofa’rﬁc her "retirer boisson” J

Y

A 4

4 o A ™ .
restitution mannaie gobelet retire

A 4

- . :
entryfcalculer monnaie & rendre

kdo,f rendre monnaie y
. -

Barre de synchronisation "fork" Barre de synchronisation "join"

2 Diagramme de séquence (sd)

Un autre diagramme du langage SysML permet de décrire le comportement séquentiel d’un
systeme. Il s’agit du diagramme de séquence.

2.1 Diagramme de séquence

Un diagramme de séquence est rattaché a un cas d’utilisation et décrit ce dernier en entier ou en
partie, ce qui correspond a un scénario de fonctionnement possible, défini dans un cadre précis.

(2) Appelés messages Il décrit, dans I'ordre chronologique, I’enchainement des interactions!? entre les
acteurs du systéme ou entre des composants du systéme eux-mémes.

Les principaux éléments sont :

Lignede Ligne verticale en pointillée. Une pour chaque élément dialoguant (acteur, systéme,
vie sous-systéeme ou composant).

Période Bande verticale sur une ligne de vie. Optionnelles elles facilitent la lecture du
d’activité  diagramme.

Fleche horizontale unidirectionnelle entre deux lignes de vie représentant un élément
de communication. Elle déclenche une période d’activité (un comportement) chez le

Message N . ,
receveur du message, pour qui, I'arrivée d'un message est un événement déclencheur.

Ce message peut étre :
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e synchrone : I'émetteur attend une réponse, son comportement est bloqué ———»
pendant I'attente ;

e asynchrone : I'émetteur n'attend pas de réponse, son comportement _—
continu ;
e uneréponse. >

Il est possible d'avoir un message réflexif correspondant a une interaction interne au
composant.

Cadre englobant une partie de la séquence

Boucle, le fragment est =T
maintenu pendant une durée laurée choisie]
IOOp . , P son alarme o
qui dépend de la condition de
garde.
Séquence en paralléle. Les G iy 4 Siciois
Fragment L A — __— Traitde
g .
par regions peuvent etre executees |- ________________ = séparation en
simultanément. opem e R
Séquences alternatives v
alt condltlonneejs.. Seulela région [ —— == | e
dont la condition est vraie L oy
s’exécute.
Exemple: systétme de % %
vente de repas en ligne Sratime

| Client | DinnerNaow Restaurant Banque

! L}
| I
Loop | | | | |
[jusqu'd |a fin | Ajouter un élément | | I
de |'opération] | de commande | |
—_—
| I |
° 3
deliveroo T | |
| commande ~_ | Envoyerla | I
— T commande
: |
| OK |
| e = = - |
| Informations sur T I I
| le paiement _ | | |
! Traiter le paiement |
! o f »
K
I e — - — — — — L _ |
) erla
| Confirmer la |
commande
I confirmée
|
]

M
|
|
|
|
|
|
|

3  Mesurer et coder une position angulaire

3.1 Familles de capteurs

Pour controler le bon fonctionnement d'une chaine d'énergie, il est nécessaire de mesurer des
grandeurs physiques. Les 3 types de capteurs qui permettent d'acquérir des grandeurs sont :

— les capteurs : délivre une information analogique (potentiométre linéaire, rotatif,
regle magnétique, cellule magnétorésistive, tachymetre , génératrice
tachymétrique, accélérometre, débitmétre, dynamometre, jauges de déformation,
cellules piezo-électriques, manométre...)

— les codeurs : délivre une information numérique (codeur incrémental, absolu)

— les détecteurs : délivre une information logique (détecteur fin de course ILS,
détecteur a effet hall, boutons...)
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3.2

(1) La beauté n'est pas
une grandeur mais on
peut lui associer des
critéres qui eux le sont.

(2) La fidélité concerne le
systéme, la justesse et la
précision concernent la
mesure.

3.3

On distingue également ;

les capteurs actifs : lIs ont besoin dans la plupart des cas d'apport d'énergie extérieure
pour fonctionner

les capteurs passifs : Le phénomene physique qui est utilisé pour la détermination du
mesurande effectue directement la transformation en grandeur électrique

Vocabulaire de métrologie

Grandeur : Phénoméne physique mesurable.t)

Mesure : Evaluation d'une grandeur par comparaison avec une autre grandeur de
méme nature prise pour unité.

Mesurande : Grandeur a mesurer.

Résolution : Plus petite variation de grandeur mesurable par le capteur.
Ex : Le codeur incrémental a une résolution de 0,087°.

Sensibilité : Variation du signal de sortie par rapport a la variation du signal d'entrée.
Ex : Le capteur de température LM35 a une sensibilité de 10mV/°C.

Fidélité Justesse Précision

Fidélité : Répétabilité de la mesure.? - )
. / ‘ N VRN /
Justesse : Réponse proche de la valeur vraie. [ f o = As
ORI 4 . \‘\ / \ . L} / ‘\ /"‘
Précision : Ecart entre la valeur vraie et la valeur Nl N oA N Lo

mesurée.

Les codeurs

Le codeur est généralement placé en amont du réducteur, car pour un méme mouvement, on
obtient plus d'impulsion et donc une meilleure résolution.

Codeur incrémental (ou roue codeuse)

Codeur incrémental (ou roue codeuse) :

Un codeur incrémental est un générateur d’impulsions qui
fournit 2 voies en quadrature et un top zéro. Elles sont
divisées en n secteurs angulaires égaux, alternativement
opaques et transparents.

Ils fonctionnent sur le principe de comptage et
décomptage d'impulsions et donne donc le déplacement
relatif.

Codeur incrémental

n s'appelle le nombre de périodes, c'est le nombre
d'impulsions qui sont délivrées par le codeur pour un tour
complet de son disque.

Avantages :
— Mesure prise a co(t raisonnable ;

— Entrées de comptage adaptées (voies A, B, Z) en standard sur les automates
programmables récents ;

— Obtention aisée de la vitesse par intégration numérique.

Inconvénients :

— Perte totale des informations en cas de coupure d'énergie ;

— Nécessite une procédure de prise d'origine.
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Disque d'un codeur incrémental et pistes en quadrature de phase

Les pistes intérieures et extérieures sont en quadrature de phase, ce qui permet de :

— connaitre le sens de rotation du capteur
— améliorer par 2 la résolution du capteur.

Déterminer le sens de rotation

—
1 [ [

Le front montant de la voie verte se présente Le front montant de la voie rouge se
avant celui de la voie rouge. présente avant celui de la voie verte.

Codeur absolu (ou numérique)

Codeur absolu (ou numérique) :

Délivre un signal image de la position a mesurer sous
forme d'un code numérique binaire et donne le
déplacement absolu.

Il dispose de N pistes, généralement agencées suivant le
code Gray.

La piste intérieure correspond au bit de poids le plus fort.

Codeur absol

Avantages :

— Chaque secteur possédant son code unique, il est inutile de déterminer le sens de
rotation ;

— Pas de perte d'information en cas de coupure d'énergie ;

— Code connu en permanence, pas besoin de procéder a la Prise d'Origine Machine
lors de la mise sous tension ;

— Pasd'erreur de lecture avec le code Gray.

Inconvénients :
— Relativement onéreux ;

— Interface avec la commande plus complexe (N
entrées) ;

— Nécessite un transcodeur pour reconvertir le

. L. Disque et pistes d'un
signal en binaire naturel.

codeur absolu
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(1) Le code Gray n'est Le code Gray¥, également appelé binaire réfléchi, est un code binaire qui présente la
pas pondéré, on ne peut particularité qu'un seul bit change d'état entre deux combinaisons successives.
pas faire d'opérations

. s
arithmétiques avec. Ce qui permet d'éviter des erreurs de lecture.

Code binaire Code Gray

N
N
\S]
=
N
=}
N
N
N
ey
N
o

N lo|lu|s|w vk |o
Pk [k |+~ |lo|lo]o|o
P~ |lo|lo|r |+ |o]|o
R |lo|r|lo|r o]+ |o
N lo|lu|s|w vk o
PRk |~ |lo|lo|o|o
olo|r |,k |~ |o|o
ol|r [r|lolo]|r |+ |o

3.4 Systémes de numération

Base binaire : Pour un nombre codé sur n+ 1 (signe) bits, chaque bit i vaut
2' en décimal (Décimal Codé Binaire DCB).

Base octale : Peut compter de 0 & 7. Equivaut a un regroupement de 3 bits.

Base hexadécimale : Peut compter de 0 a 15, (avecO, 1, ..., 8,9, A, B, ..., E, F). Equivaut

a un regroupement de 4 bits. Les octets sont souvent écrits sous la forme de deux
chiffres hexadécimaux en informatique.
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Théorie des mécanismes
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(1) le mot mécanisme est
synonyme du mot
transmetteur.

1.1

1.2

(1) Np fait référence a
nombre de piéces, N, a
nombre de liaisons.

2.1

Les mécanismes™) transmettent et adaptent une énergie mécanique en une autre énergie
mécanique. Pour les concevoirs, on peut mener deux approches :
- Une approche technologique, pour I'art du choix et de I'assemblage des composants ;
- Une approche mécanique, pour les outils et les méthodes de calcul a appliquer sur les
modeles associés.

La théorie des mécanismes est |'étude des architectures des mécanismes.

Cette théorie releve de I'approche mécanique. Elle s’appuie sur la théorie des graphes, et sur les
techniques de résolutions des systémes d’équations linéaires. L'objectif est de :

- Mettre en équation le probleme ;

- Evaluer les possibilités de résolution ;

- Automatiser la recherche d’influence de chacun des paramétres ;
- Comparer des solutions technologiques ;

- Evaluer la montabilité et la robustesse d’une architecture.

Paramétrage

Poser les variables

On appelle paramétres du mouvement, ou variables les grandeurs variables : A, x, y, z,
r..

On appelle parameétres caractéristiques, ou invariants les grandeurs constantes : a, b,
c,deR,Ll.

Mobilité et degré de liberté

‘ On appelle mobilité (m) la différentielle d’un parametre de mise en position.

Un mouvement possible n’est pas un mouvement effectif, par exemple, un mouvement peut étre
autorisé entre deux Classes d’Equivalences Cinématiques (CEC) mais bloqué dans une chaine fermée.

On ne cherche pas a évaluer la variation effective d’'un parametre, mais sa capacité a évoluer.

On appelle degré de liberté (ddl) une mobilité non nulle.

C’est ainsi que par rapport a un repeére :
- Unsolide posséde 6 mobilités ;
- Un solide posséde au plus 6 ddl.

Approche cinématique

Soit un graphe des liaisons connu pour un mécanisme donné, ou proposé pour un mécanisme a
concevoir. On note :

Np le nombre de sommets du graphe ;
N, le nombre d’arcs du graphe™.

Nombre de cycles indépendants

La théorie des mécanismes concerne I'étude des chaines fermées. On cherche donc a les dénombrer.

On appelle nombre de cycles u, ou nombre cyclomatique, le nombre de chaines
fermées indépendantes a parcourir pour décrire un graphe des liaisons.

ﬂ=1+NL—NP
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2.2

2.3

(1) changer une liaison
modifie donc le
décompte.

2.4

(2) le mot indice, est a
entendre au sens de
détective, il donne une

indication sur la mobilité.

Nombre de sommets
1 2 3
Nombre d’arcs 0
u=20

1 *—e
u=0

2 — ———eo—o
u=1 u=20

3 6 e A
u=2 u=1

Ajouter un arc augmente u de 1.

Ajouter un arc et un sommet ne change pas [.

Exemple : Calculer le nombre de cycles du graphe suivant
2 3

p=1+N,—-Np=1+6-5=1

Nombre d’équations
Chaque fermetures cinématique donne 6 équations scalaires.
Exemple :

Dans I'exemple ci-dessus, il y a par exemple la chaine 1-2-5-1 et la chaine 2-3-4-5-2.

Etdoncvl/z +I72/5 +I75/1 = 6et 172/3 +‘73/4_ +l7:l—/5 + [7)5/2 = 6

Le nombre d’équations cinématiques E est :

Nombre d’inconnues

Le nombre d’inconnues cinématiques I, est la somme des ddI des liaisons'®.

Indice de mobilité

On doit résoudre un systeme d’équations linéaires homogénes de E, équations et de I, inconnues
que I'on peut écrire sous forme matricielle :

I 0
E, lignes ¢ |= ()
0

I; colonnes

On appelle indice de mobilité® I'entier relatif I, — E,, différence entre le nombre
d’inconnues cinématiques et le nombre d’équations cinématiques.

Sil, > E_ alors I'indice de mobilité donne le nombre d’inconnues qu’il faut basculer dans le second
membre (c’est-a-dire fixer) pour pouvoir résoudre.
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2.5

(1) par exemple une
équation 0 = 0 n’est pas
significative

(2) car
mathématiquement, on a
obligatoirement :

1. < min(l,, E,) < I.
(3) on distingue parfois
m=m,-m; 2.6

avec m,, les mobilités
utiles, qui participent ala
loi entrée-sortie.

m; les mobilités internes,
qui ne participent pas a
loi entrée-sortie.

Mais ce vocabulaire est
trés mal choisi. Interne
s’oppose a externe, utile
s’oppose a inutile. Or en
pratique, toutes les
mobilités sont internes et
utiles.

(4) les chaines ouvertes
sont évidemment
isostatiques, on ne
s’intéresse dans ce
chapitre qu’aux chaines
fermées.

Degré de mobilité

E. lignes =1:
Tc 0

I colonnes

On appelle degré de mobilité m d’'un mécanisme le nombre, entier naturel, de
mouvements indépendants possibles.

m=1I,—1,200

Le degré de mobilité représente les parametres du mouvement qu’il faut fixer pour
que le mécanisme ne bouge plus.

Degré de statisme

Certaines équations ne servent pas a la résolution.

On appelle degré de statisme ou degré d’hyperstatisme h d’'un mécanisme le nombre,
entier naturel :

h=E, —r,
Si h = 0 alors le mécanisme est dit isostatique®.
Si h > 0 alors le mécanisme est dit hyperstatique de degré h.

Le degré de statisme h représente le nombre de ddl manquant pour garantir un
montage du mécanisme sans contraintes.

Il exprime le nombre d’équations ne servant pas a la résolution.

Vis de pression

E.lignes< | —— =1:
T
¢ 0
}h

Ic colonnes

Exemple :

On considére le guidage d’un arbre 1 monté avec deux roulements par rapport a un alésage 0.
Déterminer le degré de mobilité et de statisme.

Cale de réglage

Roulement —
2 a rouleaux A B
" coniques
|
S | S % L
Yo y 1
\
Arbre X Sphérique A
o° * i
Carter

Couvercle Sphérique B

On pose 7. le rang du systéme. Le rang désigne le nombre d’équations indépendantes. C'est
également le nombre d’équation significative”. Le rang 7. permet de distinguer les inconnues
principales (qui peuvent étre motorisées) et les inconnues secondaires.

Si 7, =1, la seule solution est la nullité de toutes les inconnues, donc de tous les parameétres
cinématiques. Il n’y a alors aucun mouvement possible et le mécanisme est rigide.

On appelle loi entrée-sortie d’'un mécanisme toutes relation entre des inconnues cinématiques
principales. Un mécanisme admet au plus 7, lois entrée-sortie.
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L'indice de mobilité est [, —E, = (3+3) —6.1=10
On pose les torseurs cinématiques :
= A - A - A -
A {-Qfl/o _ {wm/ox t wy 1,0V + W5102
1/0 — - —
07 A A i)
=4 - - - B - B - B -
VB — {Qf/o _ {wf,l/ox + w§,1/oy + wg,l/OZ _ Wy,1/0X T Wy,1/0Y T Wy1/0Z
10" "B A

6 _ngl/oj} + ijli,l/OZ

—

VEo(A) = VEo(B) + AB ATy = LEy A (w5 10X + wh 1 /0¥ + 051,0Z) = =Ll Y + Lok, 02

Vf}o - VlB/O =0

w£,1/0 M _wgJ/o B =0
(L)y‘l/o _wy,l/O = 0
w —wW = 0
N 2,1/0 z,1/0
0 =0
_ng,]_/o = 0
La)g_l/o =0
w?g/o
1 0 0 -1 0 0 A 0
0 1 0 0 -1 0 w1/ 0
N 0 0 1 0 0 -1 Wza/0 [ _ [ O
0 0 0 0 0 0 ' w§,1/o 0
\ 0 0 0 0 0 -L / M \0/
0 0 0 0 L 0 »i/o 0
wz,l/O
Wy 1/0
1 0 0 0 0 -1 wA 0
o 1 0 -1 0 0 w1/ 0
N 0 0 1 0 -1 0 Wza0 [ _ | O
¢ 0 0 0 0 —L 0 w’y?‘l/o 0
0 0 0 L 0 0 Y 0
\h{ 0 0 0 0 0 0 /\g”"/ 0
Tc m Wy 1/0
I
‘U:/:J/o = w§,1/o
0);'1/0 = 0
> wf0=0
(I)JB;J/O = 0
@170 =0
On a un systeme de 5 équations et 6 inconnues.
Lerangr, =5
(1) on peut qussi voir la La mobilité®m =1 avec w§,1/0 ou wf_l/o inconnue principale, et donc motorisable. Il n’y a plus

mobilité directement sur

e = gu’une rotation possible.

Calcul :

Le degré de statisme est h =[E; =7, =6—=5=1 avec une équation de la forme 0 = 0 pour les
vitesses en A selon X. Le systéme est donc hyperstatique de degré 1.

Interprétation :

On peut expliquer cet hyperstatisme par une contrainte géométrique de longueur selon X. En effet,
si on imagine que la piece 1 est mal usiné, alors le mécanisme devient immontable.

SO

On peut pallier ce probléme en ajoutant des cales de réglages.

Remédiation :
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2.7

(1) la géométrie est
I’étude des longueurs et
des angles.

(1) Par exemple :

Un entraxe correspond a
1 distance.

Un parallélisme a 2
angles.

Une coaxialité a 2
distances et 2 angles.

(2) Np fait référence a
nombre de piéces, N, a
nombre de liaisons.

3.1

3.2

(3) changer une liaison
modifie donc le
décompte.

3.3

Interpétation et remédiation

Les contraintes géométriques™? peuvent &tre des distances ou des angles.

Les remédiations du constructeur lors de la conception peuvent étre de différentes
natures :

— Présence de jeux dans un guidage pour changer une liaison ;

— Introduction d’un solide intermédiaire pour changer une liaison ;
— Accouplements mécaniques (joint de Oldham, joint de Cardan...) ;
— Cale de réglage ;

- Cotations géométriques fines et couteuses.

Approche dynamique

Cette partie détaille une seconde approche de la théorie des mécanismes qui conduit au méme
résultat que précédemment.

Soit un graphe des liaisons connu pour un mécanisme donné, ou proposé pour un mécanisme a
concevoir. On note :

Np le nombre de sommets du graphe ;
N,, le nombre d’arcs du graphe'?.

Nombre d’équations
Chaque isolement d’une CEC donne 6 équations scalaires.

On étudie les Np — 1 mouvements par rapport a un repere.

Le nombre d’équations statiques E est :

E;=6(N,— 1)

Nombre d’inconnues

Le nombre d’inconnues statiques I est la somme des AM transmissibles par les
liaisons parfaites®.

Indice de mobilité

On doit résoudre un systéme d’équations linéaires homogenes de E; équations et de I inconnues
que I'on peut écrire sous forme matricielle :

I

E lignes = (Second membre)

Is colonnes

Le second membre comprend les AM extérieures autre que les composantes de liaison et les
composantes dynamiques éventuelles.
Par dualité des torseurs cinématiques et des AM :
I. + I, = 6N,
L’indice de mobilité est :

I, —E,=6N, —I;—6u=6N,—I,—6(1+N,—Np) =—I,—6(1 —Np) = Es — I
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3.4 Degré de statisme

On pose 1 le rang du systeme.

i I (1)
(1) ce second membre se E; llgnes L > S )= Second membre
compose d’actions Ts
mécanique externes ou
internes. I colonnes

Sir; = I la seule solution est la nullité de toutes les inconnues, donc de tous les AM des liaisons.

(2) Adjectif : isostatique,

; Un mécanisme est dit isostatique si, en I'absence de sollicitations extérieures, toutes
hyperstatique.

les AM des liaisons parfaites sont nulles.

Substantif : isostatisme, 3 . X . X , . L. .
Un mécanisme est dit hyperstatique si, en I'absence de sollicitations extérieures, il

hyperstatisme.
existe des AM des liaisons parfaites non-nulles®.
On appelle degré de statisme ou degré d’hyperstatisme h d’un mécanisme le nombre,
entier naturel :

(3) car h=I—-7r.>0®

mathématiquement, on a ) L s s

obligatoirement : Si h = 0 alors le mécanisme est dit isostatique.

r, < min(ly, E;) < I Si h > 0 alors le mécanisme est dit hyperstatique de degré h.

Le degré de statisme h représente le nombre d’inconnues principales du systeme ne

comportant que les AM des liaisons parfaites.

i) e il 2 2ot C’est aussi le nombre d’inconnues ne pouvant pas étre déterminées a I'aide de la
sur la Résistance Des

Matériaux (RDM) qui est statique ou de la dynamique.
hors programme.

3.5 Degré de mobilité

Dans I'approche dynamique, le degré de mobilité correspond au nombre d’équations superflues
pour déterminer les inconnues de liaisons.

(

E; lignes< | ——
Ts

}m

Is colonnes

Iy | _ [ Second membre

Avecm = Eg — .

La ou n’apparait aucune inconnue de liaison apparait une possibilité de mouvement.

Les équations inutiles ne sont pas forcément de la forme 0 = 0 car le second membre peut étre non
nul.

Exemple :

On reprend l'exercice précédent mais on ajoute un pignon a lI'arbre et un couple moteur. On
souhaite connaitre les valeurs des composantes d’actions mécaniques de liaison en fonction des
sollicitations extérieures.

a

A C B | By,
R (\/ :
0 Q?: C SphériqueA/ ﬁzﬂ
7 4 g L 4 y —
0C, 1

X Z Sphérique B

L'indice de mobilité est Eg = [, =6(Np —1) - =6(2—-1)—-6=0
On pose les torseurs des AM :
WA = RiL, _ {X64—>155 + Yy + 2512
“ro Al A 0]
MB .. = ﬁg-u — {Xg—ﬂf + YoB—>137 + Z(L)?—AZ — {Xg—nf + YL,y + 2.7
B B 0 AU —LZEB .y +LYE, Z
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MPo(A) = MEo(B) + AB ARY ) = LE A (XE,% + YE,,5 + Z8,7) = —LZE .5 + LYZ,, 2

W= {Fz_)l cosay+F,,;sinaz _ { Fy,,,cosay+F,  sinaZ
=t 0 ~ A\RF,,;sinaX —IF,, sinay +lF,,;cosaz

Mz_,l(A) = Mz_)l(c) + R N 1—?)2_)1 = (lf + R_’)_}) A (F2—>1 COSO(_’)_; + F2—>1 Sll’la’Z)
= RF,;sinaX —IF, , sinay+lF, ,;cosaZ
2 0
AR
=17 A l-c,%
Le théoréme de I'équilibre (TE) en A donne :

—

Mgy + ME., + Myy + MIF =0

X(I]4—>1 +X(§—>1 = 0
[ Y&, +Y&,, = —F,,cosa
N i Z4, +78,, = —F,,isina
0 =C, —RF, ;sina
—-LZE, = IF,,;sina
N LYE,, = —lF, ;cosa
XA
1 0 0 1 0 0 01 0
o 1 0 0 1 0 Yol —F,, cosa
_| 0o 0o 1 0 o0 1 Zooy | _|  —Fersina
0 0 0o 0 0 o0 |]|x5, Cm — RF,,; sina
0 0 0 0 0 -L YE,, lF,_;sina
0 0 0 0 L 0 \ZB / —lF,_ ,cosa
0-1
1 0 0 0 01 X5o1 0
o 1 0 1 010 Yl —F,, cosa
N o 0 1 0 1 |0 Zgsr |_| ~Feeasina
y 0o 0 o0 o0 -L|O YE,, IF,;sina
0o 0 0 L 00 \Zéil / —IF,, cosa /
\m ( _0 0 0 0 0 __o0 / XE, Cm — RF,_,; sina
Ts h

Is

X(I)4—>1 = XOB—>1
A l-L
Y5l = i F, ,icosa
A l-L
Zy,, =—F, ,sina
= 4 Ll
Yo, =— ZF2—>1 cosa
B L :
Zosy = — ZFZ_,l sina

Cn = RF,, sina

On a un systeme de 6 équations et 8 inconnues.
Le rang du systeme homogéne r; =5 Le rang du systéme non-homogéne r; = 6

On peut donc exprimer 6 inconnues en fonctions de 2 inconnues principales, par exemple X2, et
F,_.1ly a5 équations et une loi entrée-sortie. Celle-ci aurait pu étre obtenue directement.

La mobilité m =1 avec une équation de la forme 0 = 0 pour les moments en A selon X.
Calcul :

Le degré de statisme esth=IL, - =B +3)=5=1 avec X{,; ou XZ,; inconnue principale.
Le systeme est donc hyperstatique de degré 1.

Interprétation :
Idem
Remédiation :

Idem
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Approche globale
On a donc démontré pour une approche cinématique :
{m =I.-r
h=E. -7,
Pour une approche dynamique :
{m =E, —
h=1I—r
L’indice de mobilité est :
m—h=1I1 —E =E —I]| avecm=>0eth>0.

On appelle approche globale le raisonnement que I'on peut mener a partir de I'indice de mobilité.
L'indice de mobilité se calcule a partir des nombres d’inconnues et d’équations, et s’interprete avec
les degrés de mobilité et de statisme.

Sim — h > 0 alors il y a des mouvements.
Sim — h = 0 alors il n’y a aucune information.
Sim — h < 0 alors il y a des contraintes de montage.

4.1 Synthése

Approche cinématique | Approche dynamique
Nb CEC Np
Nb liaisons N,
Nb cycles u=N,—Np+1
Nb mouvements Np—1
Nb équations scalaires [Ec = 6u] [Es = 6(N, — 1)]
Nb inconnues scalaires I I
Rang 3 Ts
Indice de mobilité I. — E¢ Es— I
Degré de mobilité m=1I.—r m=E;—r1
Degré de statisme h=E —r, h=1—r,
Approche globale [m—h=1—E] m—h=E,—1,

4.2 Quelle approche privilégier ?

Toute étude commence par une approche globale. En effet, il est inutile de se lancer dans des calculs
qui deviennent trés rapidement complexes pour déboucher sur des conclusions triviales.

Pour une recherche des degrés de mobilité et de statisme, 'approche cinématique est a
privilégier, et ce pour deux raisons :
— les grandeurs manipulées sont observables et mesurables ;
— le nombre d’équations a traiter est en général bien inférieur a celui obtenu par
I"'approche dynamique.
Pour une recherche de la loi entrée-sortie d’'un point de vue dynamique, I'approche
énergétique est a privilégier. Le théoreme de la puissance cinétique donne un résultat
immédiat.
L'approche dynamique enfin est a mener lorsque l'on cherche a dimensionner les
composants d’'un mécanisme. Il est alors seulement nécessaire de connaitre les torseurs
d’actions mécaniques transmissibles par les liaisons.

Il est acquis que toute analyse commence par une approche globale. Mais il ne faut pas oublier pour
autant que cette derniere ne donne qu’un indice et que seul le systeme d’équations donne des
certitudes.
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4.3

4.4

Isostatisme et hyperstatisme

Avantage Inconvénient

Mécanisme isostatique Economique Souple
Facilement montable

Mécanisme hyperstatique Rigide Couteux

Contraintes géométriques fines

Dans un mécanisme, la rigidité s’'oppose a la montabilité.

Les contraintes géométriques mises en évidence dans le cas de I'hyperstatisme induisent soit une
qualité de fabrication plus grande, soit la mise en place de réglages sur le mécanisme. On sait tout a

fait réaliser et I'un, et I'autre, mais cela a un colit.

En conclusion, on peut dire que I'hyperstatisme est un choix réfléchi qu’il est nécessaire de financer
quand les critéres de performances ne sont pas atteints avec une structure équivalente isostatique.

Exemple de rédaction

Exemple : On s’intéresse a un systeme vis-écrou. Déterminer le degré d’hyperstatisme.
Proposer un changement pour rendre le schéma isostatique.

Pivot (4, %) Glissiere ¥

2 Hélicoidale (4,%) 3

Calcul :

L'indice de mobilitéest:m —h=1, —E.,=(1+1+1)—-6.1=-3
On voit graphiquement une mobilité utile (rotation de la vis ¥) : m = 1
Donc I'hyperstatismeest:h=m+3=1+4+3 =4

Interprétation :

Si par exemple, on imagine toutes les liaisons parfaites sauf la liaison pivot.
Les contraintes géométriques sont 2 distantes selon y et Z et 2 orientations selon y et Z.

Remédiation :

Si on souhaite rendre le mécanisme isostatique, on peut remplacer la liaison glissiere par une liaison

sphére-plan de normale y.
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=
<
Ny

Contrainte géométrique
linéaire

Contrainte géométrique
angulaire C

G

Remargue : ici, des défauts de distance X et d’alignement X n’empéchent pas I'assemblage.

QUESTIONS DE COURS

- Donner 2 méthodes pour déterminer la liaison équivalente de deux liaisons en série.

- Donner 2 méthodes pour déterminer la liaison équivalente de deux liaisons en paralléle.

- Comment choisir un paramétrage ?

- Qu’est-ce que I'isostatisme et I'hyperstatisme ?

- Donner les 2 formules de I'indice de mobilité.

- Donner des exemples de solutions technologiques pour permettre un montage hyperstatique.
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Dynamique et énergétique
des systemes de solides
indéformables
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La dynamique des solides permet de prédire ou d’expliquer les mouvements a partir de leurs
causes. |l est important de connaitre les situations élémentaires pour comprendre et interpréter les
résultats issus de logiciels de calculs plus complexes.

La cinétique est I’étude de la répartition des masses.

La dynamique est I’étude des mouvements et de leurs causes.

domaine grandeurs physiques
géométrie [longueur] et [angle]
cinématique [longueur], [angle] et [temps]
statique [longueur], [angle] et [masse]
cinétique [longueur], [angle], [temps] et [masse]
dynamique [longueur], [angle], [temps] et [masse]

1 Contexte

1.1  Gyroscope de précision de Dr Nozman (feat Squeezie)

(1) Dans une vidéo de sa chaine!”, Dr Nozman expose & Squeezie un gyroscope qui a la
https://youtu.be/hgjcPnl  narticularité d’étre monté au bout d’une tige et de rester un certain temps vertical.

5qF4 5 e

A |'aide de ce chapitre, nous allons calculer la matrice d’inertie, le moment cinétique puis le
moment dynamique du gyroscope et expliquer son mouvement.

1.2 Modeéle cinématique

On associe une base (¥;,9;,2;), a chaque
solide i, avec i € {0,1,2}. R, est Galiléen. On introduit
une base intermédiaire (1, ¥, W).

La tige 1 est un cylindre homogene de masse m,, de

centre d’inertie G4, tel que O—GI = 2551 avec un angle

de précession a = (X, 1) = (J,, ) autour de Z, =

W et de nutation g = (Z,,7Z;) = (U,%;) autour de
(2) L’angle B est U= )_’)1(2)-

représenté négativement ) X .
sur le schéma cinématique L€ disque 2 est un cylindre homogene de masse m,,

mais positivement surla  de hauteur h et de rayon R, de centre d’inertie G,, tel

e O e que OG, = LX; avec un angle de rotation propre tel

quey = (¥1,¥,) = (Z,,Z,) autour de ¥; = %,.

On note X = {1,2}.

o
> S L. U >
- - — - Z
D=7, Yo X, =Xy Z, 1

a B 14

- - N

u Zl YZ

a. - L. > _— Yo o

. — XO . > ZO =w . yl

0o =W v=Y X1 =X,
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2.1

(1) En mécanique
Newtonienne, la masse
est indépendante de
I’énergie. C’est le principe
de conservation de la
masse.

(2) Pour un satellite, le
moment de la gravité au
centre de gravité n’est
pas forcément nul car le
champ de gravité n’est
pas uniforme.

2.2

(3) La répartition de la
masse par rapport a I'axe
de rotation, intervient au
carré dans la grandeur
d’inertie.

Il est positif.

Inertie

L'inertie est la résistance qu'un corps oppose au changement de son mouvement.

Maitriser les inerties des solides en mouvement dans un mécanisme est intéressant car il existe un
lien direct entre ces derniéres et les actions mécaniques qui permettent de faire varier les
mouvements.

Masse
On appelle systeme matériel, un ensemble de particules caractérisées par une certaine quantité de
matiere.

On appelle masse d’un systeme matériel la grandeur scalaire positive représentative de sa quantité
de matiére.

La masse est |'inertie en translation.

Un systéme a masse conservative") est un systéme dont la masse ne varie pas au cours du temps.

On appelle centre de masse, ou centre d’inertie, ou centre de gravité® d’un systéme

matériel X, le point G tel que : S5 GPdm =0
A partir d’un point quelconque : AG = ifz AP dm

Relation du barycentre pour des systémes disjoints :

mAG = m;AG, + myAG,| avecm = my + m,

Méthodologie pour déterminer la position de G :

1. Identifier les symétries ;
2. Décomposer le solide S en volumes élémentaires ;
3. Utiliser la relation du barycentre.

Moment d’inertie

La masse m ne permet pas a elle seule de caractériser la difficulté de mettre un solide en
mouvement de rotation ou de I’'en empécher. On a besoin de connaitre la facon dont cette masse
est répartie par rapport a I'axe de rotation.

Le moment d’inertie est I'inertie en rotation.

Mécanique du point
Exemple : Energie cinétique dans la mécanique du point

; 1 . 1
Pour un mouvement de translation : E, = EmV2 Pour un mouvement de rotation : E, = EmRza)2

Définition scalaire

On appelle moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe A= (4, %) la somme des
masses élémentaires multipliées par le carré de la distance du point courant a cet axe :

Iys = laws = J; v?dm = [r?pdV | ©

Son unité est [kg.m?]

Le moment d’inertie caractérise la distribution de la masse d’un solide autour d’une droite.

Pour une méme masse globale, plus la matiére est éloignée de I'axe, plus le moment d’inertie est
grand, et plus il sera difficile de mettre le solide en mouvement de rotation autour de cet axe, ou de
I'arréter.
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) Iamys 2 lius

2.1

(2) 4. (U AW)
=Ww.(UAD)
=v.(WAW)

(3) On peut voir cet
opérateur comme une
description de la
répartition des masses
dans le solide.

(4) La matrice d’un
opérateur
antisymétrique est
aussi antisymétrique
dans une base

Question 1 : Déterminer le moment d’inertie du disque 2 du gyroscope, modélisé par un cylindre
homogene, de centre G, rayon R, axe (0, X;), de hauteur h et de masse m.

=R (6=2 =h +R
Ay =Ly = I(G,J?1),S = fs r¥dm = fS r? pdV =p f:=0 6=0 nf;C:O r?rdrdfdx = Zmph [%]0 =
m , R* R?
s Bl = G

Changement d’axe de rotation

Théoreme de Huygens scalaire
Soit un solide indéformable S de masse m et de centre de masse G.
Soit A= (4, 1) une droite de ce solide S et soit d la distance au point G a cet axe.

Le moment d’inertie d’un solide autour d’un axe A qui ne passe pas par G est égale au
moment d’inertie d’un axe paralléle au premier passant par G augmenté de md?.

Law)s = lgmys + md?

Le moment d’inertie par rapport a un axe de direction % est minimum® quand I'axe passe par G.

Opérateur d’inertie A.//
/
Définition vectorielle d’'un moment d’inertie ol
, /O‘\\\\ P
Iys = Iiams = f r2dm = f HP?dm = f (WA AP) dm I
s s s u Lo
car i NAP = ||Ti||||ﬁ|| sina =AP%=HP A

On reconnait un produit mixte®®, on peut faire une permutation

circulaire. Is = [ (HAE). (ﬁ’/\ﬁ) dm =1 [, AP A (ﬁ/\ﬁ) dm

Soit un solide indéformable S et un point quelconque A de ce solide.
On appelle opérateur d’inertie’® au point A du solide S I'application vectorielle :

TA,S: E-E

L'opérateur est linéaire donc représentable par une matrice.

Matrice associée a I'opérateur d’inertie

X
En notant AP = xX + yy+zz= <y) on remarque que

Z7 ®y2)
X u yw — vz 0 -z y u
APAﬁ’:(y) /\(17) :(zu—wx) =< Z 0 —x> (U>
7 @yn W ayn NV T W/ gz Y x 0/ gon W Ry
0 -z y
L'opérateur AP A s’écrit : ( z 0 —x> @)
Y X 0/ gy
L'opérateur AP A (ﬁ A) s’écrit :
0 —z y 0 -z y —(y?% +2z%) xy Xz
( z 0 —x>( z 0 —x> = yx —(z% + x?) yz
-y x 0/\=y x 0 zx zy ~(*+ ¥/ 559
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(1) On remarque qu’en
cylindrique

I(A,i),s = Ixx =
fs (y?+z%)dm

= [, r?dm

(2) La matrice d’inertie est
donnée dans les
sujets d’écrit des
concours, mais elle
peut étre a
rechercher dans
SolidWorks aux
oraux de TP.

(3) Attention, 14 z)s
désigne un scalaire
mais I=A,s désigne une
matrice.

Il
=
el

Lox S X=1 49,

Ixy =1 I_A,S' }7 = I(A,fj),s

Pour calculer les moments
d’inerties, soit on le
calcule directement,
soit on calcule la
trace de la matrice

Trace(I=A,S) =A+B+C
qui est souvent plus
simple avec les
symétries.

(4) lls créent des effets de
balourd.

(5) Lorsque la matrice est
diagonalisée dans sa
base propre centrale
d’inertie, le solide est
dynamiquement
équilibré. Un

e a-

La matrice dans la base orthonormée (%, ¥, Z) de I'opérateur d’inertie®® en A du solide S est donc :

Tos = (ls@®, LsO). 1is(@) =

Jo O +2%)dm — [, xydm

—[g xydm [, (2% +x*)dm
— [, xzdm — [, yzdm
[XX
=Ly
IXZ

— [, xzdm
— [, yzdm
Jo & +y*)dm
[xy I,
Ly, I, =
[yZ zz (A,)?,f/,i)

(AZy2)
A —-F -E
-F B -D
-E -D C

(4xy.2)

La matrice d’inertie permet de synthétiser les caractéristiques d’inertie d’un solide et de calculer sa

dynamique autour des différents axes.

masse autour des différents axes.

répartition de la masse par rapport a des plans.

A, B, C sont les moments d’inertie en [kg.m?]. Ils traduisent la répartition de la

D, E, F sont les produits d’inertie” en [kg.m?]. Ils traduisent une asymétrie dans la

Axes principaux d’inertie

Cette matrice de l'opérateur d'inertie, ou du tenseur d'inertie, est symétrique réelle donc toujours
diagonalisable®®. Il y a donc 3 valeurs propres réelles et 3 vecteurs propres orthogonaux.

par les axes principaux d’inertie.

Les 3 valeurs propres sont appelées les moments d’inertie principaux. Ils sont portés

Lorsque la matrice d’inertie est exprimée au centre d’inertie, les axes principaux
d’inertie sont appelés les axes centraux d’inertie.

Changement de point

Soit AP = AG + ﬁ’: avec G le centre de masse de S.

Ls@) = J AP A (U
S

/\ﬁ) dm

fﬂ}’/\(ﬁ/\ﬁ)dm+f A_G’A(ﬁAEﬁ)dm+f ETJ’/\(H/\A_G’)dm+f GP A (WA GP) dm
S S S S

a b

c

a=mAGA (GAAG) = [ (gm @ = Iy iom- U

d

b = 0etc = 0 caron a choisi G comme changement de point AGA | U A fs GPdm
N
0

d = I_)G‘_g(ﬁ) = TG,S'H

Théoréeme de Huygens matriciel

L'opérateur d’inertie du solide S en un point quelconque A est égal a la somme de
'opérateur d’inertie de ce solide calculé au centre de masse G et de I'opérateur
d’inertie calculé au point A du solide S affecté de la masse totale du solide S.

_ _ _ _ b2 +c?> —ab —ac
Lis=lgs+lym =Ilgs+m| —ab a® +c? —bc
—ac —bc  a®+b* (4355

g

méme point et dans la méme base.

Les matrices d’inertie de deux solides peuvent s’additionner si elles sont exprimées au
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(1) Si le solide n’est pas
homogene, on ne
s’intéresse pas
seulement a la symétrie
géométrique mais a la
symétrie matérielle.

(2) Car [* zdz =0

(3) Tout vecteur
orthogonal & Z est
vecteur propre. On a
une valeur propre
double. I, = 1,

W 1l est beaucoup plus
facile d’utiliser une
astuce de calcul
(comme calculer la
Trace de la matrice)
que des changements
de coordonnées. Pour
les cas plus compliqués,
on utilise SolidWorks >
Evaluer -> Propriété de
masse - On lit I'inertie
que I'on cherche dans
la matrice bien
orientée.

Changement de base

— X X 1 0 0 X
La matrice de passage P de (¥, u, V) vers (%, Y, Z) est <§r’) =p <ﬁ’> = <0 cosa —sin a) (Ti)
A v 0 sina cosa/ \¥
A —-F —FE A -F'  —F'
Tas = (—F B —D) =-F B -D»
—E -D C7zip —E'" =D" (' /i3>

= =Tr= =
Faslazs =P [as)gasP
Solides de formes élémentaires

Solide avec plan de symétrie

On considére un solide homogéne!” S admettant 1 plan de symétrie (4,%,¥). Pour tout point P =

X x
<y>, il existe un point symétrique P’ = ( y ), donc:
z -z

) A -F 0
Lis= (—F B 0) @
0 0 C/luzyn

_ A 0 O
IA,S = (0 B 0)
0 0 Cluzyn

On considére un solide homogéne S admettant comme axe de révolution (4, 7). Les plans (4,,Z) et
(4,7%,X) sont donc plans de symétrie, donc :

_ /A0 o0
1A,5=(0 A 0) ®

0 0 Cluzyn

Et avec 2 plans de symétrie :

Solide avec axe de révolution

Question 2: Déterminer les symétries des matrices d’inertie de la tige 1 et du cylindre 2 du
gyroscope.

Question 3 : Exprimer ces matrices en leurs centres d’inertie G; et G, puis en O.
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(1) En I'absence de forces
extérieures, ou si leur
résultante est nulle, la
quantité de mouvement
d'un systéme matériel se
conserve.

(2) On le note parfois
qussi L.

3.1

(3) Il'y a le méme lien
entre le torseur cinétique
ds/r et le moment
cinétique Gs,r (A)
qu’entre la fonction f et
Iimage f (x).

(4) Au concours, on
renomme souvent cette
fonction avec la lettre €

comme cinétique.

En ce qui concerne
I'accolade, de

la méme maniére on
peut définir la fonction
exponentielle par :

!
exp = { f=r
f(0)=1
(5) La résultante
cinétique représente les
quantités de
mouvements du solide
en translation. Le
moment cinétique en A
représente les quantités
de mouvements du
solide en
rotation autour de A.

La résultante d’un
torseur ne dépend pas
du point en lequel on
calcule le moment.

(6) I:A_S et 5S/R doivent
étre exprimés dans la
méme base pour pouvoir
étre multipliés.

Quantité de vitesse et quantité d’accélération

Mécanique du point

La quantité de mouvement™, ou quantité de vitesse, d’'un point matériel m se
P=mV

Quand ce point tourne autour d’un axe A= (4,u), cette quantité de vitesse est
caractérisée par le moment cinétique!®, G,, ou moment de quantité de
mouvement :

déplagant a une vitesse V:

04 = AP AmV
D’autre part, pour un systeme a masse conservative, la quantité d’accélération est la dérivée de la
quantité de mouvement :

On somme maintenant ces quantités sur le systeme considéré.

Torseur cinétique

Soit un systéeme matériel £ a masse conservative, c’est-a-dire un ensemble de particules caractérisé
par une certaine quantité de matiére. Z peut étre un solide, plusieurs solides ou un fluide.

On appelle résultante cinétique, ou quantité de mouvement, ou quantité de vitesse de
Y dans son mouvement par rapport a R la somme des quantités de vitesses
élémentaires en translation :

ﬁE/R = f): V/R(P) dm = mV/R(G) en [kg.m/s]

On appelle moment cinétique de X~ dans son mouvement par rapport a R calculé en un
point A quelconque la somme des moments cinétiques des quantités de vitesses
élémentaires en rotation :

Gy/r(A) = [, AP AV/g(P)dm  en [kg.m?/s]

Pour X a masse conservative, en particulier pour un solide indéformable S, on a :
s/ (B) = f (BA + AP) A Vs/p(P)dm = f AP AVg/r(P)dm + BA /\f Vs/r (P)dm
S S S

= Gs/p(A) + BA AmVg (G)

La fonction vectorielle 55/R est donc un torseur de vecteur mVS/R(G). C’est un champ
de vecteurs équiprojectif.

€ SE

A Gs/p(A) = Gs/p(B) + AB AmVg/r(G) @

5S/R est le torseur cinétique. On appelle torseur cinétique le champ des vecteurs
moment cinétique.

O-S/R 5

Pour un solide indéformable, on a :
Gs/r(A) = g AP AVsjr(PYdm = [ AP A (Vs/r(A) + PA A flg/p)dm

=f ﬁdm/\VS/R(AHf AP A (PA A flsjz)dm
S S

" —~
mAG Z4,S(~QS/R) = TA,S'QS/R

Les éléments de réduction du torseur en A sont :

Py/r mVs/z(6)

S ARSI @)(5)6)
O-S/R(A) A IA,S"QS/R + AG /\mVS/R(A)

6@M)=@m={
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On a donc deux cas particuliers :
Si A est le centre de masse G :
O_ZS/R(G) = TG,S'ﬁS/R
Si A est immobile dans le mouvement S/R :
O_ZS/R 4) = TA,S'ﬁS/R

3.2  Torseur dynamique

On appelle résultante dynamique, ou quantité d’accélération, de X dans son
mouvement par rapport a R la somme des quantités d’accélérations élémentaires en

translation : fz Z/R(P) dm = m/T/R(G) en [kg.m/s?]

On appelle moment dynamique du solide S dans son mouvement par rapport a R
calculé en un point A quelconque la somme des moments dynamiques élémentaires en

rotation : gz/R(A) = [, ﬁ/\E/R(P)dm en [kg.m?/s?]

Pour X a masse conservative, en particulier pour un solide indéformable S, on a :
s s s

= 85/r(A) + BA AmAs/p(G)

La fonction vectorielle gs/R est donc un torseur de vecteur m/TS/R(G). C’est un champ
de vecteurs équiprojectif.

gS/R . %2_7 E
A SS/R(A) = gS/R(B) +AB AmA)S/R(G)

SS/R est le torseur dynamique. On appelle torseur dynamique le champ des vecteurs
moment dynamique.

Du torseur cinétique au torseur dynamique
Résultante dynamique :
Le solide S est a masse conservative :

- d,. -
mAs/r(G) = [mVS/R(G)]/R
Moment dynamique :

d - d —_— = d — =

Car le solide S est a masse conservative. On calcule la dérivée d’un produit.

d ., d — ., — d 5
E[GS/R(A)]/R =L a[AP]/R/\VS/R(P)dm+L AP/\E[VS/R(P)dm]/R

a b

e Calculdea:

Soit | un point immobile dans R.

d —m= d r—= d r— = =
(1) 17/R(A) est la vitesse dat [AP]/R =i [IP]/R T at [IA]/R = VS/R(P) - V/R(A) @

de A dans R. Cette vitesse
provient de la mécanique

d —, . . - - -
du point. fs i [AP]/R AVs/r(P)dm = L —V/r(A) AVs/r(P)dm = =V z(A) /\_L Vs/r(P)dm

= —V/r(A) AmVg/r(G)
e Calculdeb:

—_ d - —_— - -
J AP Aa[VS/R(P)dm]/R = j AP AmAg R (P) = 85/r(A)
S S
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(1) D comme dynamique.

(2) La résultante
dynamique représente les
forces nécessaires pour
modifier le mouvement de
translation du solide. Le
moment dynamique en A
représente les moments
nécessaires pour modifier
le mouvement de rotation
autour de A.

3.3

(3) Car les solides sont
disjoints, ils ne se
pénetrent pas.

3.4

Les éléments de réduction du torseur en A sont :

m/TS/R(G) mI‘TS/R ©)

— 1))
> =3d rs - N
ds/r(A) {E [Gs/r (D], + Vr(A) A mVsp(G)

D(S/R) = 85/ = [

On a donc deux cas particuliers :

Si A est le centre de masse G :
dr= —
5S/R 6)=— [US/R (G)] =% [IG,S-'QS/R]/R
Si A est immobile dans le mouvement /R :

gS/R(A) = % [5S/R(A)]/R = % [TA,S-ﬁS/R]

/R

Systeme de solides indéformables

On considére que le systéme X se compose de n solides indéformables S; en mouvement par rapport

a R. Le torseur cinétique 52/R est la somme des torseurs cinétiques de chacun des solides®).

. n
CE/R) = dyr =2, _ 10yr

Le torseur dynamique SE/R est la somme des torseurs dynamiques de chacun des solides.
1 - n
71)(E/R) = 62/R = Zl =1 51/R

Méthodologie

(1) G5x(6) = 7G,S-ﬁS/R (6) Gs/p(A) =1, S'ﬁS/R +4G A mVS/R(A)

l (4) ogp(A) = a5/r(6) + AG A mVS/R(G)

2) 55/R(G) = US/R( )]/R @ ES/R(A) = E US/R(A)]/R +V/R(A) A mVS/R(G)

(3) Bs/r(4) = 85/p(G) + AG AmAgR(G)
é_‘)S/R(G) P> SS/R(A)

Démarche de calcul d’'un moment dynamique

Cas particuliers

La relation (1) est un cas particulier de la (6).

La relation (2) est un cas particulier de la (7).

La relation (4) est toujours plus simple que la (3).

Si ATS/R(G) est compliqué, alors la relation (3) peut étre trés longue.

Si A est un point fixe /R, alors V/R (4) = 0 et le chemin (1) - (4) — (7) est plus simple que le chemin
1 -2~ 3.
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4.1

(1) Le champ des vecteurs
vitesses 17/ g N'est
forcément pas
équiprojectif, ce n’est pas
un torseur.

Parfois, lorsque I'on ne cherche qu’une seule composante selon %, on peut simplifier le calcul.

Calcul d'une projection de la résultante dynamique
> - d 3 - = d (-
mAg/p(G). U = mE[VS/R(G)-u] — mVsp(G). — [ulr
Par exemple, pour une liaison glissiére de direction .

Calcul d'une projection du moment dynamique
dio —~ _dra- - > d
PTy [US/R (A)]/R.u =% [US/R (A).u] — Os/R (A)-E [u]/R

Par exemple, pour une liaison pivot d'axe (4, u).

Energie cinétique

Mécanique du point

Le PFD donne :
F=md

On s’intéresse a la composante de la force dans la direction de la vitesse. C'est celle qui travaille et
qui met en mouvement. La puissance est donc :

oo b d(gm?)

FV=mAV=m—V=———+

dt dt

Pour un point matériel de masse m se déplagant a une vitesse V dans un repere R, I'énergie cinétique
est I’énergie accumulée lors du mouvement. Elle correspond au travail nécessaire pour faire acquérir
au point sa vitesse depuis le repos.

Expression générale

On considere un systeme matériel X, c’est-a-dire un ensemble de particules caractérisées par une
certaine quantité de matiere. I cela peut étre un solide, plusieurs solides ou un fluide.

On appelle énergie cinétique d’un systeme matériel 2 dans son mouvement par
rapport a un repére R la quantité scalaire somme des énergies cinétiques de chacun de
ses points.

1 -
Esir = gfz V/R(P)2 dm

L'unité est le Joule [J].

Pour un solide indéformable, le champ VS/R est équiprojectif, on a donc :

1 o - 2 1 - N )
Ecs/R=EJ (Vs/r(A) + PA A Qg)z) dm=zj (Vs/r(A) + 25/ NAP) dm
S S

1 — 2 1 — —\2 1 — — —
=§J Vs/r(A) dm+§J (2s/r NAP) dm+§j 2Vs/r(A). (2s/r N AP) dm
S S S

~ ~— —~~—

a b c

e Calculdea:

1 — 5 1 5
2 || Tontay? dm = Sm¥a)
N

e Calculdeb:
On reconnait un produit mixte, on peut faire une permutation circulaire.
1

1 N ) N RN - 1 N SN o .

= E-QS/R- I=A,S- Qg/r
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(1) Lorsque I'on fait une
opération entre 2
torseurs a partir de leurs
composantes, ils doivent
étre exprimés au méme
point.

(2) c’est le produit de 2
fonctions.

(3) L’énergie cinétique ne
dépend pas du point A.

4.2

(4) Car les solides sont
disjoints, ils ne se
pénetrent pas.

e Calculdec:

1 - - —_— - - —_—
Ef 2Vs/r(A). (2s/r N AP) dm = mVs g (A). (255 A AG)
S
Donc finalement :

1 . 1. - o - - —_—
ECS/R = EmVS/R(A)Z + E‘QS/R'IA,S'QS/R + mVS/R(A). (‘QS/R AAG)
1 - — - — - = = - - —
=2 (mVs/R(A)Z + mVs/r(A). (25/r ANAG) + Qg5 Lns. Qs/r + MV p(A). (2s/5 A AG))

1 — — - —_ — = - - — —
= (Vs (). (Vi (A) + B AAG) + By Ty s. s + s (AG A1V (A)) )

1, - - = o — -
= E (Vs/R(A).mVS/R(G) + ‘QS/R' (IA,S"QS/R + AG N mVS/R(A)))

1. - L
= 5 (Vs/r(4)- mVs/r(G) + Qsyr- 95 (4))

_ l{ml_/;/R (@) o 'QS/R )
2 s/r(A)  (Vs/r(A)

-

= S/R OVS/R

1
2

Théoréeme

L’énergie cinétique d’un solide S en mouvement dans un repére R est égale a la moitié
du comoment des torseurs cinétique et cinématique.

1 S —
Ecs/r = %Q(S/R) oW(s/R) =  Go/@Vsya | @®

Solide en translation

Pour un solide en translation, on a donc :

1 (mVr(G 0 1
ECS/R=E { 5/_;)3( )O{_, =5
G 0 Vs/r(G)

Solide en rotation autour d’un axe immobile dans R

mVs/R (G)2

Pour un solide en rotation autour de "axe immobile (4, Z) dans R, on a donc :

1 G wi 1 1
Esp =~ O NS Ly S B P
SIR=7 4 {Ixzx + 1,5+ 1,7 A { g =zl =

Systeme de solides indéformables

On considére que le systéme X se compose de n solides indéformables S; en mouvement par rapport
aR.
L'énergie cinétique E¢s/p de I'ensemble du systéme est égale a la somme des énergies cinétiques de

chacun des solides indéformables.®

n 1 n . . 1 n =
Ecs/r = Zi — 1 Ear = ;Zi _ 1@‘(1/11) oVU(i/R) = ;Zi — 19/rOVir
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4.3

(1) J,net mR*r? sont
souvent du méme ordre
de grandeur.

Industriellement, on
dimensionne
empiriquement tel que
2.2

mRT 6

]m
J,7? est souvent
négligeable.

(2) On choisit en général
de ramener sur
I"actionneur.

(3) Cette inertie
équivalente de tous les
solides en

mouvement 5
correspond au moment
d’inertie d’un

solide fictif, qui,
entrainé par le moteur,
développerait la méme
énergie cinétique.

(4) La part de l'inertie
équivalente due aux
solides situés apres le
réducteur est souvent
négligeable.

(5) C’est I'égalité de 2
fonctions.

(6) i numérote une
partition de %.

(7) La 2" équation
vectorielle est parfois
appelée Théoréme du
Moment Cinétique en
physique.

Masse et moment d’inertie équivalent

Exemple : ouvrant piloté de Bugatti

On s’intéresse a la vitre d’une bugatti Chiron. La chaine de
puissance considérée est ci-dessous.

On associe un repére 0 au chassis, un repére 1 au rotor du moteur,
un repére 2 a l'arbre de sortie du réducteur et au tambour, un
repere 3 a la vitre.

Batterie Ca?rte de MccC Réducteur Tar.nbohur Vitre
puissance poulie cable
PE PE Im PMR v PMR R PMT m,
V(1/0) =V, = {“’mx V(2/0) =V, = {“)Lx V(3/0) = Vs 0 = {0
(1/0) /0= 4 G (2/0) 2/0 = 4 G (3/0) 3/0 alvz

avec  w, =Trwy, et V, = Rw,
On isole I'ensemble des piéces en mouvement par rapport au chassis 2 = {1,2,3}.
Ecsi0 = Ecij0 + Ec2p0 + Ec3jo

1/0 et 2/0 sont des mouvements de rotation. 3/0 est un mouvement de translation.

1 1 1 1 1
Eczo = E]m(“m2 + E]rwrz + Evavz = E]m(“m2 + E]rrzwmz + 577"-17}227"2(‘”m2
1 1
= E(]m +]rr2 + vaZrZ)me = E]eqwm2

Mais on pourrait aussi écrire :

1 1 17 1] 1
Eesfo = glmeim: +15]r7r2 +§mvv"2 “ama tag g
— i 7 2 _ 2
= E(RZTZ + ﬁ + mv) VV — EMquV

Le terme M., est appelé masse équivalente des solides en mouvement ramenée sur
I’axe effecteur.

Le terme /., est appelé moment d’inertie équivalent des solides en mouvement
ramené sur I'axe moteur®@G)(4),

L'utilisation d’une inertie équivalente ou d’'une masse équivalente permet d’étudier la loi de
mouvement de I'une des pieces du mécanisme en tenant compte de l'intégralité de ses pieces.

Dynamique des solides

Principe fondamental de la dynamique

Le PFD permet d’établir une relation entre les actions mécaniques qui sont appliquées a un solide ou
un ensemble de solides et les mouvements qui en résultent selon toutes les directions de I'espace.

Enoncé du PFD

Il existe au moins un référentiel galiléen R, tel que pour tout ensemble matériel X et a
chaque instant t, le torseur dynamique associé au mouvement de ce systeme par
rapport a ce repére est égal au torseur des actions mécaniques extérieures exercées
sur X.

ﬁi—»}; _ mA):/Rg ©)
M;_z(A) O5/r,(A)
On a 1 équation torsorielle, soit 2 équations vectorielles, soit 6 équations scalaires.
YiRiz = mAE/Rg(G)
Théoréme du Moment Dynamique (TMD)” au pointA: Y, M, ;(4) = gz/Rg 4

(5)(6)

FE -2 =DE/Ry) & Mz.y =85, & % {

Théoreme de la Résultante Dynamique (TRD) :
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5.2
(1) On parle de partition
siZyUX, =2Xet
2N, =0

(2) On pourrait aussi
utiliser la notation

Fd-1=Dasry)

B)Fa-2=-%2-1)

5.3

(4) Appelé parfois Principe
Fondamental de la
Statique (PFS) sion n’a
pas admis un principe
plus général avant.

(5) La réciproque est
fausse.

©6)vt ¥, Fi-5=0

La fonction torsorielle
nulle pourrait se noter 0.

@ D(s->R,) =0

Le PFD est une égalité entre les quantités d’accélération et les actions mécaniques extérieures. Les 6
équations scalaires obtenues sont a mettre en relation avec les 6 ddl dans I'espace géométrique de
dimension 3.

La dynamique permet la résolution de 2 types de problémes :
Les efforts sont connus, on détermine les mouvements et on peut dimensionner les

actionneurs (moteurs, vérins, ...).
Les mouvements sont connus, on détermine les efforts et on peut dimensionner les pieces
soumises a des accélérations (bielles, suspensions, structures, ...).

Les conséquences de ce principe sont nombreuses.

Théoréme des actions réciproques
On considére un systéme matériel £ dont une partition') est X, et X,. On applique le PFD & %, %, et
r@

My, = 51/Rg (1

]

M3_,= 52/Rg )

Mz = SZ/Rg 3)

Ona

y

5/Ry = O1/r, T O2yr,,

— — —
-1 = M2—>1 + Mf—>1
— — —
Mz, =M, + M5,
— — —
M_—>E = M_—>1 + Mf—>2

En faisant (1) + (2) — (3), on démontre:

Théoréeme des actions réciproques

Soient 2 systéemes matériels quelconques X; et X, disjoints. Le torseur des actions
mécaniques exercées par 1 — 2 est 'opposé du torseur des actions mécaniques
exercéespar2 — 1.

R2—>1

- {MHM)

N
R1—>2

M—> = _M - @) ﬁ{—) -
. M, (4)

Théorémes de I'équilibre

On appelle équilibre un mouvement nul.

Théoréme de I’'équilibre®®) (TDLE) :
Si un solide S est a I'équilibre par rapport a un référentiel Galiléen alors la somme des
torseurs des actions mécaniques du milieu extérieur sur S est nulle.

(6)

=

Vt, VP VS/Rg(P) = 6 >Vt Zi isS = 0

—

9 Ri—>S =
= 2 {M’HS(A) f

ol ol

L’équation torsorielle ci-dessus conduit donc a I’écriture de 2 équations vectorielles :
iR s=0
2iM;.s(A) =0

Théoréeme de la Résultante Statique (TRS) :
Théoreme du Moment Statique (TMS) au point A :

Si V est un champ uniforme et constant, alors : gsmg =0 @
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Question 4 : Tracer le graphe de structure du gyroscope

Pivot (0, %,)

—M,g Z,
Sphérique O

Question 5 : Indiquer et justifier une démarche de résolution.

Question 6 : Lister les AM extérieures a 2.
Onisole %.

On fait le BAME :

On néglige I'action de pesanteur sur 1.

g;0->-1= Mo-ﬂ = - {RO_A

0ld
— W (R W -mg7
O Wm_ o — t>2 _ { 28 %0
t-2 t-2 GZ 6 0 ngLCOSﬂyl

Mt—»z(o) = Mtaz(Gz) +0G, A—myg Zy = L% A —myg Zy = myg Lcos By,

Question 7 : Calculer le moment dynamique de /0.

On veut que I=0,1 et 51/0 soient exprimées dans B;
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Question 8 : Sans résoudre les équations du mouvement, déterminer la direction principale du
mouvement 1/0.
On applique le PFD a 2 en O.

My,(0) + M;_,,(0) = 52/0(0)

0 Az()'/’—éisinﬁ—d/?cosﬁ)
> (ng Lcosﬁ) = A,(y — @sinB)acos f
0 (51,5’)1,21) _AZ (y - d Sin ﬁ)ﬂ (f1.3_"1,51)

La composante selon y; est la plus importante car la vitesse de rotation y = 12000 tr/min est trés

importante.
On pourrait tracer a(t) et y(t) avec une intégration numérique.

Question 9 : Dessiner les différents vecteurs Ry, M., (0),620 (O),gz/o(O) sur la photo.

———

T

M,_,(0) = mli L cos B 371\ _\'~ " \# \
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5.4

(1) Si un solide est
équilibré dynamiquement
alors il est équilibré
statiquement.

6.1

(2) On note

PZ—>1,1/R = P2—>1/R

(3) La puissance dépend
du repére dans lequel
elle est calculée.

(4)Si P> 0, on parle
d’action motrice, sinon
d’action résistante.

P(2 - 1/R)

=% @2-10VUa/r)

La variation du moment cinétique est donc quasi uniquement dans le méme sens que le moment du
poids ! Donc le gyroscope tourne dans votre main et ne tombe pas !

Tout comme il est difficile de modifier un mouvement de translation qui va vite, il est difficile de
modifier un mouvement de rotation qui va vite !

Equilibrage

Une application du PFD est I'équilibrage d’un solide en rotation autour d’un axe fixe. Lorsqu’un
solide posséde une mauvaise répartition de matiere autour de cet axe, des forces tournantes
indésirables provoquent des vibrations nuisibles.

Un solide en rotation non verticale est équilibré statiquement (a I'arrét) si quelle que soit sa position
angulaire, il ne se met pas a tourner sous I'effet de son poids.

Un solide en rotation est équilibré dynamiquement si les actions mécaniques transmises dans les
liaisons entre le rotor et le bati sont indépendantes de la position angulaire du rotor quel que soit le
mouvement de rotation du rotor.

Un solide est dit équilibré lors de sa rotation autour d’un axe
fixe si et seulement si :

Equilibrage statique :

— Son centre de masse est sur I'axe de rotation.
Equilibrage dynamique :

— Son centre de masse est sur I'axe de rotation®,

— L’axe de rotation est un axe principal d’inertie. -
Equilibreuse

de roue

Puissance

Puissance d’une action mécanique

On appelle puissance de I'action mécanique 2 = 1 dans le mouvement 1/R la quantité
scalaire somme des puissances élémentaires développées au niveau de chacun des
points du solide considéré S;.

Pysijr = fsl four(P).Vy /g (P)dm @

Son unité est le Watt [W].

Pour un solide indéformable, le champ [71/13 est équiprojectif, on a donc :

f fror(P). Vi p(PYdm = | fouy(P).Vyjp(A)dm + | fou1(P).PAAG, pdm
S1

S1 S1

= | four(P)dm .V, p(A) + f 8y (AP A foa (P)) dim
$1

S1
= ﬁ2—>1-‘71/R(A) + ﬁl/R-J (ﬁ/\fz—q(P)) dm

S1
F2_>1 O[ ‘Ql/R — -

= Byor Vi (A) + By My (A) = {ﬁ R b,
M,_,1(4) Vl/R(A)

On appelle puissance de I'action mécanique 2 — 1 dans le mouvement 1/R la
quantité scalaire obtenue par comoment du torseur associé a I'action mécanique 2 —
1 et du torseur cinématique associé au mouvement 1/R.

P2—>1/R = M2—>10V1/R @

On parle de puissance galiléenne lorsque le mouvement est exprimé par rapport a R;.
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6.2 Puissance des interefforts

Soit 2 solides indéformables S; et S,.

On appelle puissance des interefforts la puissance de |’action mécanique d’un solide 1
sur un solide 2 dans leur mouvement relatif 2/1.

(1) P(1 & 2) Pioy = My ,0V, ), = My, 0,5 @
=% 1 -20Ue/n)
=% @2-1)0Va/2)

Elle ne dépend pas du repere.

6.3 Rendement

s
e

A , s . P,
On définit le rendement d’un systéme comme étant n = -

La puissance dissipée est donc de Py;; = (1 — )P,

Exemple en régime permanent :

|, P =1P
P, — 3] Systeme s = Mte

—>  Pus = (1 —nF,

6.4 Puissance des interefforts de liaison

Si la puissance dissipée au niveau d’une liaison est nulle alors
_ v AN ()
(2) Les torseurs des actions P, =0 Ml—’zovl/R =0
mécaniques transmissibles
et cinématiques d'une Si une liaison est parfaite alors le mouvement est sans pertes P, ,, = 0.
liaison parfaite ont une
forme duale.

P(1e2)= Si on néglige le frottement dans un contact par glissement, on a un modéle de liaison parfaite.
F@-20U2/1)=0 Sion néglige la résistance au roulement dans un contact par roulement, on a un modéle de liaison
parfaite.

7 Théoreme de la puissance cinétique

(3) Parfois abusivement 3 , . ). . P ’
appelé Théoréme de Le TPC® permet de déterminer I’équation du mouvement. Elle est déduite du PFD, ce n’est pas une

I’Energie Cinétique (TEC).  équation supplémentaire.

Il est pertinent d’utiliser le TPC lorsque I'on étudie un systéme ayant une seule
mobilité utile.

Contrairement au PFD, une action mécanique qui ne travaille pas ne peut pas étre déterminée avec

le TPC.
7.1 1 solide
Pour un solide indéformable unique S, la dérivée par rapport au temps de son énergie
cinétique galiléenne est égale a la puissance galiléenne des actions mécaniques
extérieures qui lui sont appliquées.
. . dEcS/Rg — — 4

(4) Paffots(abfmvement —u = P§—>S/Rg = §—>SOVS/Rg (4)

appelé Théoréeme de

I’Energie Cinétique (TEC).

P(S > S/R,) Démonstration

=% - 5H0V(s/R,)

Soit un solide indéformable S en mouvement dans un référentiel galiléen.
Ms.s = 55/Rg

= Ms,sOVsr, = 85/, OVs/r,
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7.2

Soit A un point quelconque et P un point courant.

/R,
Vs/ry(A)

( f Asr, (PYdm
= M5,sOVs/p, = s © {
A fZTD’A/TS/Rg(P)dm

S

= VS/RQ(A).I Ais/Rg(P)dm + ﬁS/Rg'f ﬁAgs/Rg(P)dm
N N

Or VS/Rg(A) = VS/Rg(P) +ﬁAﬁS/Rg

= Vg, ). [ oyny (P)dm + AP Ny, | Ay, (Prctm + sy, [ AP A i, Py
S S S

En utilisant la linéarité de I'intégrale, on peut écrire le produit mixte :

= VS/RQ(P)'j Es/Rg(P)dm +j ﬁAﬁS/Rg'A)S/Rg(P)dm +f ﬁ/\js/Rg(P).ﬁs/Rgdm
N N N

:75/Rg(P).j /TS/Rg(P)dm—j ﬁmdm+f ﬁwczm
S S S

= f Vs/ry (P). As/r, (P)dm
N

d 1, )
S
d [ (1, )
S

_ dEc S/Rg
Cdt
On en déduit I'expression du théoréme de I'énergie cinétique dans le cas d'un solide indéformable.
dEc S/Rg
dt

La dérivée de I'énergie cinétique est le comoment du champ des moments et du champ des vitesses.

= Ms,5OVs/r, =

2 solides

Pour un systéme matériel X formé de 2 solides indéformables 1 et 2, la dérivée par
rapport au temps de son énergie cinétique galiléenne est égale a la somme de la
puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures a ce systeme et de la
puissance des interefforts entre 1 et 2.

dEc 5/R
9 _ p_
o = Psoz/rg t Pros

Démonstration

Soit X' un systéme matériel formé de 2 solides indéformables 1 et 2,avec X =1U2et1 N2 = Q.

dEc 2Z/Rg _ dEc 1/Rg n dEc 2/Rg

dt dt dt
En appliquant le TPC a chaque solide :
dEc 1/Rg _ _
gt = Prourg = Proajrg + Proyrg
dEc 2/Rg _ _
T = P7—>2/Rg = PE—»z/Rg + P1—>2/Rg
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7.3

(1) Par exemple pour
n=3:Pyp =Ps o5, +
Psios; T Pros,

En sommant
dEc 2/Rg

dc Pf_’l/Rg + Pf_’z/Rg + PZ—’l/Rg + Pl—’z/Rg = Pf—»):/Rg + Pror

Car
P2—>1/Rg + P1—>2/Rg = M2—>10V1/Rg + M1—>2®V2/Rg =M;,,0 (Vl/Rg - VZ/Rg) =M;,,10Vy, =Py

n solides

Pour un systeme matériel X formé de n solides indéformables, la dérivée par rapport
au temps de son énergie cinétique galiléenne est égale a la somme de la puissance
galiléenne des actions mécaniques extérieures a ce systeme et de la puissance des

interefforts.
dEc3/Rg n
- pP< (1)
at Peozrg ¥ 2 =1 Psios;
S i<j
Pext
Pint
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Applications
A = f(A) : champ scalaire ex : champ de pressions A = P(A)
A- f(A) : champ vectoriel ex : champ de vitesses A - V(A)
A- F(A) : champ tensoriel ex : champ tensoriel A= I(4)
U - f (i) : opérateur scalaire = forme ex : produit scalaire
i > f (i) : opérateur vectoriel ex : produit vectoriel

Notations

_ 111 112 0

Iis= (%1 %2 Ii) B =11 XQ% + [1,XQY + 1,1 Y QX + 1,, QY + 133Z2Q7Z

(xy.2)

® est le produit tensoriel a ne pas confondre avec le comoment © ou X.

QUESTIONS DE COURS

Donner les relations qui permettent de déterminer la position du centre de masse.
Donner la définition d'un moment d'inertie par rapport a un axe, ainsi que son unité.
Exprimer les différents éléments d'une matrice d'inertie.
Donner la notion de base principale d'inertie.
Donner les simplifications d'une matrice d'inertie qu'impose :
- un ou plusieurs plans de symétrie ;
- un axe de révolution ;
- une dimension négligeable devant les deux autres.
Donner le théoréme d'Huygens.
Donner I'expression des résultantes cinétique et dynamique.
Donner I'expression des moments cinétique et dynamique dans les 2 cas particuliers (au centre de
gravité G et en un point fixe du référentiel galiléen).
Donner les méthodes pour déterminer les moments cinétique et dynamique.

Donner |'expression du PFD.
Donner la méthode pour déterminer une équation différentielle de mouvement ou une loi de
commande en effort.

Expliquer la différence entre énergie et puissance. Donner la relation mathématique qui les relie.
Donner I'expression du théoréme de I'énergie cinétique appliqué a un ensemble de solides.

Quel est I'ensemble de solides a isoler pour utiliser ce théoreme ?

Donner |'expression de I'énergie cinétique appliqué a un solide, puis a un ensemble de solides.
Donner les différents cas de son expression.

Comment détermine-t-on l'inertie équivalente ou la masse équivalente de tous les solides en
mouvement ?

Donner l'expression de la puissance des actions mécaniques extérieures a un solide, puis a un
ensemble de solides.

Donner I'expression de la puissance des actions mécaniques intérieures a un ensemble de solides.
Déterminer les puissances des actions de liaisons lors de frottements sec et fluide.

Donner |'expression de la puissance dissipée en fonction du rendement.

Qu’appelle-t-on équilibrage statique et équilibrage dynamique.
Comment équilibrer un solide en rotation autour d’un axe fixe.
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Performances des systemes
asservis
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Le souhait de I'ingénieur est d’avoir un systéme stable, rapide, précis et robuste®.
(1) La robustesse

caractérise l'insensibilité Asservir un systéme permet d’en améliorer les performances globales. Un systéme, instable en tant
du systéme aux que systeme commandé, peut devenir stable une fois asservi. A I'inverse, il faut étre attentif a ne pas
perturbations extérieures. rendre un systéme instable, ce qui entrainerait sa destruction.

On s’intéresse dans ce cours aux SLCI.

1 Systemes commandés, systemes asservis et perturbations

1.1 Schéma-bloc d’une grandeur asservie perturbée

La schéma bloc d’un systeme asservi perturbé est de la structure suivante :

P(p)
’ turbati
E(p) E'(p) e(p) U(p) perturbation S()
consigne image de la écart commande réponse
consigne
—» Kium —>®—> C(p) »| H (p) H,(p) Krea |—>
Interface o Préactionneur Transmetteur
Homme-Machine Actionneur Effecteur

s'®) Keave o

image de la réponse

mesure Capteur

Générateur de commande

Ce systeme posséde 2 entrées et 1 sortie.

On souhaite rendre le systeme insensible aux perturbations. Pour cela, la commande doit étre
indépendante de I'utilisateur pour qu’elle puisse s’adapter aux variations de sortie dues aux
perturbations.

Un systeme asservi est un systeme capable d'élaborer de maniére autonome sa
grandeur de commande a partir d'une valeur de consigne et d'une mesure de la
réponse avec un capteur.

Une grandeur de sortie d’une activité d’un systéme est asservie si :
— il y a une boucle de retour avec un capteur ;
— un correcteur améliore les performances ;
Un systeme asservi est nécessairement bouclé, mais la réciproque n’est pas vraie.

On parle de systéme suiveur ou de poursuite lorsque I'entrée varie.

(2) Régulateur de On parle de systéme régulél? lorsque I'entrée est constante.
vitesse, régulateur de

chauffage...

On appelle perturbation, toute cause susceptible de modifier la sortie
indépendamment du signal de commande.

Une perturbation est une entrée non fournie par I'utilisateur.

KCa t
e(p) = E'(p) —S'(p) = Kiym E(p) — K—p S(p)

red

On veut que si E(p) = S(p) alors (p) = 0, donc :

Kecapt

K =
IHM K
red

On peut alors se ramener a un retour unitaire.
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Exemple : réponse d’un MCC perturbé a un échelon de tension

Prenons deux entrées positives.

4 wn() um(t) C‘r(t) 4 wn () upy (t) Cr (D)
W Woo —
Uo UO
Cro Cro
t t
Réponse du moteur Réponse du servo-moteur

‘ La perturbation réduit la vitesse de rotation du moteur. |

‘ La correction réduit I'influence de la perturbation. |

1.2 FTBO et FTBF

On considére un systéme asservi non perturbé a une entrée dans le cas générale.

E() E'(p) e(p) U(p) S(p)
consigne imagedela  écart commande réponse
consigne
—>» Kim C(p) » H(p) »  Kea |—>
Interface ) Correcteur Pré-actionneur Transmetteur
Homme-Machine Actionneur Effecteur
' Transmetteur
S'(®) Keapt |«
image de la
réponse Capteur
mesure
On peut faire la transformation suivante :
E(p) E.(p) S(p)
consigne erreur réponse
KiumC(p) »| H(p) > Kreq >
S'(p)
image de la
réponse Kcam P
mesure KiumKrea |
Le schéma est donc de la forme : E,(p) Chaine directe
E(p) erreur —— S()
consigne réponse
A(p) >
S'(p)
image de la B P
réponse ®) N
mesure
—~

Chaine de retour

Lorsque I'on fait des transformations de schéma bloc, on s’éloigne de la réalité technologique du

systeme. Cependant, avec cette écriture, I'écart est égal a I'erreur. Plus I'écart est petit, plus le
systeme est précis.
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Un systeme asservi est constitué de deux chaines :
— la chaine directe, entre le comparateur et le point de prélevement du capteur,
qui assure les fonctions de commande et de puissance ;
— la chaine de retour, entre le point de prélevement du capteur et le comparateur,
qui assure la fonction de mesure de la réponse.
Si R(p) = 1, on parle de retour unitaire.
(1) On note parfois F (p) On définit la fonction de transfert en boucle ouverte™ par :
pour la FTBO et H(p) s'(p) _ s’
pour la FTBF. FTBO() = 5.5 = 50,y = A®B®)

2.1

Et la fonction de transfert en boucle fermée par :

_Se _ _ A®
) = E(p)  1+A(p)B(p)

La FTBO est de la forme :

N K 1+ bp+ .. +b,p™ g .
FTBO(p) = () =— 1P m P __ K : gain statique
D(p) p*l+ a;p+ ..+ Au gD o classe > 0
n :ordre

On appelle zéros, les racines du numérateur N (p) de la fonction de transfert.

On appelle péles, les racines du dénominateur D (p) de la fonction de transfert.

Stabilité des systemes

Conditions de stabilité — critére algébrique
Condition nécessaire et suffisante de stabilité

Un modele peut donc posséder: —  des pllesréelsp = a;
— des pbles complexes conjuguésp =c +j d.
Pour mieux comprendre l'influence des péles de la fonction de transfert d’un systéme, I’allure de la

réponse a une entrée en échelon a été représentée selon la position de ces pdles dans le plan
complexe :

STABILITE pseudo-pulsation Im & INSTABILITE
Amortissement de la de la réponse croit
réponse croit ® ® @ ®
s(t) ,_, s(t) s(t) s(t) 1
Péle complexe i t t t i t
conjugué —_— @ @ G) ®
s(t) s(t) s(t) J\I s(t)
- t t t 7 t
Lo »
\\ \ N >
Re
s(t)l : '\ s(t)l : s(t) | s(t) ’ {
— -
t pole réel t t t
ASTABLE

La stabilité d’un systeme ne dépend que des pdles de la fonction de transfert.

Un systéme est stable au sens EBSB si les poles de sa fonction de transfert sont tous a
partie réelle strictement négative.
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2.2

(1) Nécessaire ne veut
pas dire suffisant.

2.3

(2) On obtient donc des
informations sur la
stabilité de la FTBF a
partir de I'étude de la
FTBO !

Les poles réels ne générent pas d’oscillation alors que les poles complexes conjugués font
apparaitre des oscillations.

On appelle poéle dominant le pole qui a une contribution significative par rapport aux autres sur la
réponse.

Réduction de I’ordre d’un modeéle

Plus on modélise finement un systeme réel, plus sa fonction de transfert est d’un ordre élevé. En
paralléle, on constate que son comportement dynamique reste tres voisin de systeme de fonction de
transfert d’ordre inférieur. Si les différences comportementales sont faibles, il peut étre intéressant,
de substituer au modele complexe un modéle simplifié, dont I’étude est plus économique.

S’ils sont suffisamment éloignés des p6les dominants, les pdles a partie réelle négative peuvent étre
négligés.

Exemple : MCC
t) 4 H =— X t) 4 H ==
(‘Um( ) m(p) - (1+Tep)(1+Tmp) wm( ) m(p) - 1+Tmp
Te L Ty
t t
Modele fin (ordre élevé) Modele approché (ordre faible)

Condition nécessaire de stabilité

Prenons une fonction de transfert quelconque, d’un systéme asservi ou non.

_bg+ bip+ .. + by p™
_a0+ ap+ ..+ a,p"

H(p)

Concernant le dénominateur de cette fonction de transfert, appelé polyn6me caractéristique, si un
des coefficients a; n’est pas strictement positif, alors il y a au moins une racine a partie réelle
positive ou nulle.

Pour qu’un systéme soit stable au sens EBSB il est nécessaire!) que les coefficients a;
de son dénominateur soient tous strictement positifs.

La présence d’'un coefficient négatif ou nul au dénominateur suffit pour affirmer I'instabilité du
systeme.

Conditions de stabilité — critére graphique

On considére un systéme asservi, sa FTBF est de la forme :

A(p) A(p)

FIBF®) = T3 20)B() ~ 1+ FTBOG)

Pour déterminer si le systeme est stable, on s’intéresse aux péles.
Point critique
1+ FTBO(p) =0 = FTBO(p) = —1

Etudier les pdles de divergence, les racines du dénominateur, revient a étudier quand la FTBO®@
s’approche du point critique —1.

Si le dénominateur s’approche de 0, la FTBF devient trés grande. Ce point critique correspond donc a
un lieu d’instabilité que I'on doit éviter pour garantir la stabilité du systéeme.

On appelle point critique le nombre —1 dans I'espace des complexes, il s’agit du point
de coordonnées (—180°, 0dB) dans le plan de Black.
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24

On appelle lieu de transfert le lieu des points de coordonnées (w, @ (w), Gz (w)). On peut le tracer :

G
aB
Diagramme de Black : w=0

Gag = f(¥)

Diagramme de Bode en gain :

Gap = f(@)

Diagramme de Bode en phase :
Gap = f(®)

Critére du revers dans le plan de Black — hors programme

Un systéme asservi, dont la FTBO n’admet que des poles a partie réelle négative ou
nulle, est stable en boucle fermée si et seulement si le lieu de Black de sa FTBO
parcouru dans le sens des pulsations croissantes laisse le point critique sur sa droite.

GdB [dB] s GdB [dB] A
Point critique w-0 w-0

Y 0 ¢[] 0 ¢[]

; > ;
—180 0 —180 \\ 0
Point critique

w — w —> 0

Systéme stable en FTBF Systéme instable en FTBF

Un systeme stable en FTBO peut devenir instable en FTBF.

D’autre part, on constate qu’une augmentation du gain de la FTBO la rapproche du point critique et
donc de l'instabilité.

Marge de phase et marge de gain des systémes asservis
Un systéme est asservi pour que son fonctionnement soit conforme a des attentes définies dans un

cahier des charges. Celui-ci demande souvent de rester éloigner du point critique.

Les systémes sont rarement invariants, ils présentent du vieillissement (usures...) ainsi que des non-
linéarités comme des saturations, des retards, du pompage, des frottements... Un systeme stable
peut s’altérer au fil du temps et devenir instable.

D’autre part, un systéme stable mais trop oscillant n’est pas souhaitable.

On prévoit donc des marges de sécurité par rapport a ses états non désirables. La FTBO doit rester
éloigner du point critique —1.
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On appelle marge de phase d’un systeme asservi la distance entre le point critique et
le point de sa FTBO pour lequel le gain vaut 0 dB.

My = ¢(woqp) +180° = arg(Hprpo (jwoqp)) + 180°

avec woqp tel que Gap(woqp) = 2010g|Herpo (jwoas)| = 0 dB

On appelle marge de gain d’un systéme asservi la distance entre le point de sa FTBO
pour lequel la phase vaut —180° et le point critique.

Mg = —Ggap(w_1g0°) = —2010g|Hprpo (fw_1g0°)|

avec w_jgoe tel que p(w_1gp°) = arg(HFTBO (jw—180°)) = —180°

En général, le CdCF stipule : M, = 45°a60°et M; = 8a12dB

Diagramme de Black Diagramme de Bode
Gag [dB] 34 Gy [dB] 4
odB\\deB W_150° w [rad/s]
-180° M, ods| ¢[°] Mg
Mg
el |
w [rad/s]
.
M
—180° ¢

Les systémes du 1°" ou du 2" ordre sont donc toujours stable. On a une marge de gain
infinie et une marge de phase positive.

M, > 0° et Mg = +%

On doit obligatoirement avoir w_;ggc > wggp Sinon M, n’est pas définie. La marge de phase doit
donc étre déterminé en premiere.

Méthodologie

Pour déterminer M,, :

- Rechercher graphiquement la pulsation wggg ;

- Pour la pulsation woqg déterminer M, .

Pour déterminer M :

- Rechercher graphiquement la pulsation w_;gg- ;

- Pour la pulsation w_;g¢o déterminer M.

3  Rapidité des systemes

La rapidité d’un systeme est associée au temps pour passer d’un état stable a un autre.

3.1 Détermination graphique du temps de réponse a 5%

A condition que le systéme soit stable, pour une entrée en échelon, la rapidité est généralement
caractérisée par le temps de réponse a 5%.
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3.2

3.3

(1) Le temps de réponse
réduit n’est pas un temps !
Tout comme D, n’est pas
une distance.

En premiére
approximation, on aurait

3
tyso, & —— aVec Wogg la
5% ¥ e 0dB

pulsation de coupure de la
FTBO.

(1)

Le temps de réponse a 5% est la durée mise par la réponse pour rentrer dans la bande
des 5% et ne plus en sortir.

On définit la bande des 5% par l'intervalle :
[Seo — 0,05 Asg, , Seo + 0,05 As,. |

La valeur 5% est une valeur arbitraire, on aurait pu choisir une autre valeur.

On pourrait aussi utiliser d’autres critéres, par exemple le temps de montée qui est le temps que
met la réponse a atteindre pour la premiére fois sa valeur finale.

S(t) A

bande des 5%
Seo + 0,05 As,,

Soo
Seo — 0,05 As,

ASe,

to trso

Temps de réponse d’un 1" ordre

Le temps de réponse d’un premier ordre est toujours de t.5o, = 3T

t—tg

Démonstration : s(t) = KE|, (1 — e_T) u(t—ty) + s(0)
37
s(31) = KE, (1 - e_T) +5(0) = 0,95KE, + s(0)

Temps de réponse d’un 2" ordre

Le temps de réponse a 5% d’un second ordre dépend du facteur d’amortissement z et de la
pulsation propre w,. On le détermine donc avec un abaque.

Le temps de réponse réduit!? définit par t,,. = t,50,@¢ ne dépend que du coefficient
d'amortissement z du systeme étudié. Il est sans unité.

Deux valeurs sont a connaitre :

3
— | lorsque z = 0,69, trsyWo = 3 = trg = o
5
— [ lorsque z =1, trsp@Wo ® 5 = trgy = o
1000
tr50, W0
A un facteur d'amortissement
correspond un temps de réponse
réduit.
Par conséquent, pour un méme z, plus _'g 100
w, augmente, plus t,se, diminue et E
donc plus le modéle est rapide(. 2 N
= {
(=N -
Déterminer I'abscisse de la courbe la E =
i . h=] -
plus rapide : 2 10
E = /
Q
2 =
In? Dy, '_"‘/
zZ= 2 2
2 + In? Dy,
ln20,05 1
Z = —— =~ (0.6901 0,01 01 1 10

w2 + [n20,05

Coefficient d'amortissement
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(1) Si le systeme ne peut
pas se mettre sous forme
d’un schéma a retour
unitaire, se demander
quelle est I'erreur statique
entre des grandeurs dont
les échelles ne sont pas du
méme ordre de grandeur
n’a aucun intérét !

4.1

(2) Pour une entrée en
échelon, on parle parfois
d’erreur de position ou
d’erreur indicielle pour une
entrée unitaire.

Pour une entrée en rampe,
on parle parfois d’erreur
de trainage, d’erreur de
poursuite ou d’erreur en
vitesse.

(3) Attention, on parle du
tableau de I'erreur
statique e, et pas du
tableau de I'erreur
statique relative e,y,c,.

0 0 0

1 0 0
1+ Kerpo

© 1 0

© © 1

Kerso

Précision des systémes asservis

On considére un systéme asservi perturbé. En choisissant bien Ky

et en faisant une

transformation de schéma bloc, il peut se mettre sous la forme d’un retour unitaire®.

E()
consigne

e(p)

e(p) P@® -
écart A perturbation
1 SFP)
1 reponse
H,(p) Hy(p) >
En utilisant le théoréme de superposition, on obtient :
Hz(p) 1 H,(p)
E(p) + P(p) = E(p) + ——————=P
O+ 1w, ene P = 1 rmBoe) P T T Freom) L P

1
14 H;(p)H2(p)

Erreur statique d’un systéme non perturbé

En utilisant le théoréme de la valeur finale, calculer I'erreur statique d’un systéme non perturbé

€10

1
=g, = lim g(t) = lim pe = lim p————E
lime® = lim, pe(p) = lim, p =m0,y EP)
1 1
= lim E(p) = lim p———E
ot p 1 + KFTBO 1 + blp + ... + bm pm (p) p—>0+ p 1+ KFTBO (p)
p* 1+ a1p+ ... + ayp_op"* p“
Erreur statique e,..,?®® a=0 a=1 a=2
Impulsion E(p) =1 0 0 0
Echelon Ey Eo 0 0
E(p) ==
@ p 1+ Kprp
Rampe Vo ® Vo 0
E(p) = —
&) p? Krrpo
Parabole % <) © 3y
E(p) =—
&) p? Krrpo
Pour un systéme de FTBO de classe a et de gain statique Krrgo

L’erreur statique pour une entrée en échelon est nulle lorsque la FTBO est de classe a > 1.

L’erreur statique pour une entrée en rampe est nulle lorsque la FTBO est de classe a = 2.

Exemple : MCC asservi

wn(t) 4
Weo
>1 1 W0
a=>
Kwco \ 1+K
1+K )
a=0
t

Réponse a un échelon

Om ()

r'y

Réponse a une rampe
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4.2

(1) L’erreur statique
relative e, vaut tout le

temps Ki sur la diagonale,
1

saufsia, = 0.

Erreur statique due a la perturbation

En utilisant le théoréme de la valeur finale, calculer I'erreur statique due a la perturbation.

H;(p)
€7 = €0 = lim €(t) = lim pe(p) = lim p———————P
700 [ee) s ( ) p_)0+ p (p) p_)0+ p 1 + H1 (p)Hz (p) (p)
K, 1+ .. )
214+ .. P +a1K2
= lim p P = lim ———P
p—>0+p 1 K1 1+ .. Kz 1+ ... (p) p—o+ pa1+a2 + Kle ( )
p#rl1+ ..p%1+ ..
Erreur statique e,.,,! a; =0 =1 a, =2
Impulsion P(p) =1 0 0 0
Echelon E a, =0 a, =1 0 0
P() =" - y
K3Eq Ey
14+ KK, K,
Rampe Vo © Vo 0
P(p) == B
) 2 X,
Parabole o <) o [
P(p) =— =
®) 3 8
Pour un systeme de FTBO de classe a; + a, et ; la classe
de la fonction de transfert avant la perturbation

1 intégrateur en amont de la perturbation élimine I'influence d’une perturbation en échelon.
2 intégrateurs en amont de la perturbation éliminent I'influence d’une perturbation en rampe.

Le systéme étant stable, une perturbation impulsionnelle n’aura pas d’influence sur I'écart statique.

Améliorer les performances en corrigeant la commande

Prenons I'exemple d’un véhicule automobile et de son
conducteur. On constate que :

e Le conducteur conduit le véhicule en imposant une
position du volant, un rapport de vitesses, une position
des pédales d’accélérateur et de freins ;

e Le conducteur doit obéir a des criteres. Il doit se
déplacer d’un point a un autre en minimisant le temps
de parcours tout en restant sur la route et tout en
respectant les limites de vitesse ;

e Le conducteur acquiert visuellement et tactilement des informations sur la vitesse, la
trajectoire du véhicule, la position du volant... ;

e Le conducteur évalue ces différents parametres pour élaborer et modifier la conduite du
véhicule.

L’'ensemble correspond a un systeme asservi ou le conducteur, tel un capteur, complete la boucle de
retour, joue le role de comparateur et celui du bloc élaborant la commande.

Si le temps de parcours est jugé trop long, on peut changer le véhicule (le systeme commandé) pour
un autre plus puissant, ou changer le conducteur (le générateur de commande) pour un pilote de
rallye. Mais méme le meilleur pilote ne pourra pas faire de miracles avec une voiture poussive.

Dans un systeme asservi, la commande est élaborée de fagon autonome a partir de I'écart entre la
consigne et la réponse. Pour améliorer les performances, on ajoute un correcteur. Il peut étre placé
de plusieurs fagons :

e Dans la chaine directe en série
e Dans une boucle en paralléle avec point de prélévement en aval ;
e Dans une boucle par anticipation avec point de préléevement en amont.

Nous allons étudier par la suite un correcteur série. Il corrige le systeme en amont de 'actionneur.
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Les 3 actions de base, proportionnelle, intégrale,
réalisables sur une fonction de transfert :

e  Modifier le gain ;
e Ajouter un péle;
e Ajouter un zéro.

5.1 Correcteur proportionnel P

Ce correcteur ajoute un gain K a la FTBO.

dérivée, correspondent a 3 modifications

(1) Sauf si le systeme est
déja précis !

Si on augmente le correcteur proportionnel C(p) = K :
— on améliore la précision™ mais on dégrade la stabilité ;
— la phase du diagramme de Bode reste inchangée.

Exemple
Diagramme temporelle Diagramme de Bode
s(6) X Gap [dB]y — _ -~ KN
_ 0dB Woqp  ~~_ w][rad/s]
>~
N T MG ~ N
N
N
el
K7 w [rad/s]
t[s]
M,
—180° i
\ 2
Stabilité

Une augmentation de K réduit les marges, et donc peut faire apparaitre des oscillations, voir rendre

le systéme instable.

Rapidité

Pour un 1°" ordre, on peut améliorer la rapidité en augmentant K.

Pour un 2" ordre ; une réponse trés amortie est lente, mais une réponse trés oscillatoire est lente

également. Il y a donc un minimum.

Précision

Si I'on est dans un cas ou le systeme n’est pas précis, augmenter K améliore la précision, par exemple

pour une classe 0 soumis a un échelon, I'erreur statique est

Réglage du correcteur

Eo
1+KrrBO’

— Valeurs max de K : pour une marge de phase mini ou une marge de gain mini.

— Valeur min de K : pour un temps de réponse a 5% max ou une erreur statique max.
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5.2 Correcteur intégral |

Ce correcteur augmente la classe de la FTBO.

a , 1
(1) Les correcteurs Le correcteur intégral® C(p) = —:
intégrales sont les seuls i
correcteurs qui peuvent — annule I'écart statique d’une entrée en échelon ;

avoir une sortie non nulle

‘ — annule Peffet en régime permanent d’une perturbation en échelon®® si placé
pour une entrée nulle.

en amont de la perturbation ;
(2) La robustesse est une
performance, qui

caractérise l'insensibilité

— diminue la phase de 90° et donc rend souvent le systeme instable.

aux perturbations.
Exemple
Diagramme temporelle Diagramme de Bode
t
s® Gus [dB] 4
0dB |~ — 20013 w [rad/s]
A M -
- ~
- N
- AN
-~
/ N
s o1,
Pid & [rad/s]
|/ > —— >
A
t[s] AN
M ! \\
|
—180° £ - l— =
Stabilité

Ce correcteur est rarement utilisable car il diminue la phase de 90° et donc diminue les marges et
peut rendre le systeme instable.

Rapidité

La bande passante diminue et donc la rapidité. Le temps de réponse 5% augmente.

Précision

En augmentant la classe de la FTBO, il annule 'erreur statique d’une entrée échelon et rend le

systeme précis. Placé en amont d’une perturbation indicielle, il annule son effet.

5.3 Correcteur proportionnel intégral Pl

Ce correcteur combine les actions proportionnelles et intégrales.

> K,
&(p) U(p)

écart

commande

A 4

K;
p

Plusieurs paramétrages sont possibles, en posant K; = Tll_et T, = KT; :
) = K, +£=Kp+i= 1+ K,Tip =Kp(1+rlp)

P Tip Tip 474
Il se comporte comme un correcteur intégral pour les basses fréquences et comme un correcteur
proportionnel pour les hautes fréquences. Bien réglé, il présente les avantages 2 correcteurs sans
leurs inconvénients.

Il peut parfois étre utilisé pour compenser un pole dominant.
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K(1+7ip) |
p
améliore la précision mais dégrade la stabilité ;

Le correcteur proportionnel intégral C(p) =

augmente le gain aux basses fréquences ;

annule I'écart statique d’une entrée en échelon ;

annule I'effet en régime permanent d’une perturbation en échelon si placé en
amont de la perturbation.

Diagramme de Bode du correcteur Pl :

G TdB1 A
dB [ ] —20 dB/dec
—~
20logK
. K
woom
o [°] .
0° w [Tad/s]
|
Exemple
Diagramme temporelle igramme de Bode
s(t
( ) N GdB [dB] \
Ay
odg |~ = : = Wogp w[rad/s]
o o \ '
1 =
. T_ \\
7 - |
/ O
/ ) |
/ w [rad/s]
| S
I >
|
tls —
[s] ” -
v, N
—180° M(p L
Stabilité

On choisit 7; pour que la phase de la FTBO ne soit pas diminuée au voisinage du point critique, soit
1 ’

= & wogp. Par exemple, une décade avant — = 2048
i Ti 10
Rapidité

Ce correcteur tend a diminuer la rapidité. Contrairement au correcteur intégral pur, I'action intégrale
est limitée aux basses fréquences, donc le ralentissement du systeme est limité.

Une augmentation de K augmente la rapidité mais diminue la stabilité.
Précision
Idem correcteur I.

5.4 Correcteur a retard de phase (ou correcteur Pl réel)

Le correcteur Pl est censé avoir un gain infini aux basses fréquences. Si les puissances en jeu sont
trop importantes, il est impossible de réaliser concrétement ce comportement théorique. Le
correcteur a retard de phase exerce une action intégrale limitée a une plage de fréquence.

Ce correcteur augmente le gain de la FTBO aux basses fréquences et modifie la précision du systéeme.

Le correcteur a retard de phase enléve de la phase.
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(1) Attention, ce

correcteur peut aussi
. 1+btip
s’écrire C =—"5
®) = 5

avec b < 1. Il faut donc
plutét se fier a I'allure du
diagramme de Bode.

5.5

1+1;p
1+atip’

Le correcteur a retard de phase!Y C(p) = K aveca > 1:

— améliore la précision mais dégrade la stabilité ;
— augmente le gain aux basses fréquences.

Diagramme de Bode du correcteur a retard de phase :

Gup [dB] 4
—_—— —20dB/dec
20logK
K ..............
—20log— w [rad/s]
1 1 >
a,
el | 1
0 Wmin T Jar, w[rad/s]
—-90°
.. 1 1-a
La phase est minimale pour | Wi = To | etvaut [ sin@min = 70
Calcul de la moyenne logarithmique entre ~ et —
1 —1(1 Ly 1)—1 — 1og (=) = o = —
08 Wmnin =32 Og_[i Oga_l_i = log g \/E‘Ei Wmin _\/ETL'

Stabilité

La stabilité est plutot diminué vu que I'on enléve de la phase. Cependant, en choisissant bien K, on
peut la préserver. Parfois méme, on peut augmenter les marges en diminuant wggp-

Rapidité

A l'inverse, la rapidité diminue.

Précision

La précision est améliorée sans changer la classe. Donc les écarts statiques sont réduits mais ne sont
pas annulés.

Réglage du correcteur

Si on choisit K = a le gain est nul pour les hautes fréquences.
On régle ce correcteur pour augmenter le gain aux basses fréquences sans diminuer la phase au
voisinage du point critique.

Correcteur dérivé D et proportionnel dérivé PD

Le correcteur dérivé C(p) = K;p et le correcteur proportionnel dérivé C(p) = K, + K;p ne sont
pas réalisables technologiquement. lls ont un degré du numérateur supérieur a celui du
dénominateur. lls ajoutent un zéros a la FTBO sans changer la classe.

Pour réaliser ces correcteurs, il faut avoir une amplification trés importante pour les trés hautes
fréquences, ce qu’aucun systéme physique ne permet. Les réalisations essayant d’approcher ces
modeles théoriques amplifient tous les bruits et leurs grandeurs de sortie sont inexploitables.

e(p)

écart

U(p)
commande

v

A 4

Kap

Correcteur PD théorique
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5.6

5.7

Correcteur a avance de phase (ou correcteur PD réel)

Le correcteur a avance de phase fait exactement I'inverse du correcteur a retard de phase. C'est la
seule utilisation pratique de I'action dérivée.

Il fait une action dérivée sur une plage de fréquence.

Le correcteur a avance de phase ajoute de la phase.

aveca < 1:

N 1lar,
Le correcteur a avance de phase C(p) = K —42,
1+atgp

— augmente la stabilité mais introduit des vibrations et du bruit ;

— améliore la rapidité.

Diagramme de Bode du correcteur a avance de phase :

Ggap [dB] 4
K W
20log Z 20dB/dec 1
........ g X
20log K o - w [rad/s]
T,
90°
0° ....... ““”.....' .'"-.... @ [Tad/S]
) >

. P p—
max \/a_[d

1-a

. T :
La phase est maximale pour (W ax = T etvaut | Sin @y = —
da

Stabilité

Ce correcteur augmente la marge de phase autour du point critique et peut stabiliser un systeme
instable ou augmenter les marges.

Rapidité

Le gain des hautes fréquences est augmenté, donc la bande passante est plus large et la rapidité est
amélioré.

Précision

La précision diminue en fonction des valeurs choisies.

Réglage du correcteur

. . . . 1-a
— On cherche la valeur a qui permet d’obtenir M, demandée avec sin @pq = e
1

\/EdeB‘

— On cherche 74 avec Wyqy = Wogp SOIt Ty =

— On ajuste K pour que le gain du systéme corrigé soit bien de 0dB pour w;, -

Correcteur proportionnel intégral dérivé PID

Il se comporte comme un correcteur intégral pour les basses fréquences et comme un correcteur
proportionnel pour les fréquences intermédiaires et comme un correcteur dérivé pour les hautes
fréquences. Bien réglé, il présente les avantages 3 correcteurs sans leurs inconvénients. Mais il est
difficile a régler.

Le correcteur proportionnel intégral dérivé C(p) = K, + % +Kyp:

— Comme le correcteur PI, il améliore la précision ;
— Comme le correcteur PD, il améliore la rapidité.
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» K,
e(p) U
écart
| commande
p
»| K.p
Correcteur PID théorique
Ce correcteur ne correspond a aucun systeme physique car le degré du numérateur est supérieur a
celui du dénominateur.
Les correcteurs réels que I'on utilise sont de la forme :
1+7p 1 1+Tp 1
C(p) = K2 1TdP C(p) = K—L. TP qyecq>1leth <1
Tip 1+btgp 1+atip 1+btgp
Diagramme de Bode du correcteur PID :
Gup [dB] 4
as [4B] 4 —20dB/dec 20dB/dec
e
20logK
ar;, |1
¢ [°]
A
so°f T
0° w [rad/s]
o
(1) La méthode de Ziegler-  Réglage du correcteur®

Nichols est une méthode
heuristique de réglage du

correcteur PID.

5.8

— On commence par la rapidité et de précision avec le correcteur PI.

— Puis la stabilité avec I'avance de phase.

Bilan des performances des correcteurs

La problématique des asservissements est de trouver le meilleur compromis entre les différentes
performances.

Performances Stabilité Rapidité Précision
Correcteur P \ - 7
Correcteur | N\ N 77
Correcteur Pl \ \ 77
Correcteur a retard de phase N N Va
Correcteur a avance de phase 7 7 N
Correcteur PID 7 Vs 77
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QUESTIONS DE COURS

Donner la relation entre les fonctions de transfert de I'interface homme-machine et du capteur.
Donner I'expression des fonctions de transfert en boucle ouverte et en boucle fermée.

Donner la condition fondamentale de stabilité au niveau des péles. Sur quelle fonction s'applique-t-elle ?
Que vaut la classe d’une FT stable ?

Quel type de pole génére des oscillations ?

Comment réduire I'ordre d'un modele, a I'aide de la notion de p6le dominant ?

Une paire de poles complexes implique-t-elle des oscillations visibles ?

Que dire de la stabilité des modeéles a plusieurs entrées.

Donner le critére graphique du Revers. Sur quelle fonction s'applique-t-il ?

Quelle marge doit étre lue en premier ?

Donner quelques causes d'instabilité.

Donner les transformées de Laplace des entrées tests « impulsion », « échelon » et « rampe ».
Donner le théoréeme de la valeur finale, et celui de la valeur initiale.

Donner les expressions de la valeur finale et de l'erreur en régime permanent, d’'un modele stable, sans
dérivateur soumis a une consigne en échelon d’amplitude Ep et a une perturbation en échelon d’amplitude Co.

Expliquer la méthode pour déterminer I'erreur en régime permanent, d’'un modéle stable soumis a une consigne
en rampe.

Donner le tableau exprimant les différentes valeurs de I'erreur statique due a un échelon.
Donner le tableau exprimant les différentes valeurs de I'erreur statique due a une perturbation.
Que faut-il faire pour améliorer la précision ? Quel inconvénient ceci peut entrainer ?
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