Changement d’axe de rotation

FICHE - Dynamique et énergétique

Théoréeme de Huygens scalaire
Soit un solide indéformable S de masse m et de centre de masse G.

La cinétique est I'étude de la répartition des masses. ,J L grandeurs physiq Soit A= (A, %) une droite de ce solide S et soit d la distance au point G a cet axe.
La dynamique est I'étude des mouvements et de leurs causes. | Beometrie [longueur] et [angle] Le moment d’inertie d’un solide autour d’un axe A qui ne passe pas par G est égale au moment d’inertie d’un axe
Inertie cinématique | [longueur], [angle] et [temps] paralléle au premier passant par G augmenté de md?.
statique [longueur], [angle] et [masse] lams = lems + md? Tams 2 lems =0
L'inertie est la résistance qu'un corps oppose au cinétique [longueur], [angle], [temps] et [masse] A —F —-EF Lx Dy iz
changement de son mouvement. dynamique [longueur], [angle], [temps] et [masse] 1=A s= (—F B —D) =1Ly Iyy Iy,
—-E =D c (AXYZ) Iy Iyz Iz, (AZF5)
Mécanique du point 5 2
X ) *+z%)dm —| xydm —| xzdm
Pour un mouvement de translation : E, = EmV2 Pour un mouvement de rotation : E, = EmR'zou2 S s S
= —f xydm f (2% + x?)dm —f yzdm
Masse S S S
2 2
La masse est |'inertie en translation. _f xzdm _f yzdm j (x* +y*)dm
S S N (A%Y.7)

On appelle centre de masse, ou centre d’inertie, ou centre de gravité d’un systéeme matériel X, le point G tel que :

f . A, B, C sont les moments d’inertie en [kg.mz]. Ils traduisent la répartition de la masse autour des différents axes.
GPdm =0
z

D, E, F sont les produits d’inertie en [kg. mz]. Ils traduisent une asymétrie dans la répartition de la masse.

A partir d’un point quelconque :

¢ = ifx AP dm Axes principaux d’inertie
m

Cette matrice de |'opérateur d'inertie, ou du tenseur d'inertie, est symétrique réelle donc diagonalisable. Il y a donc
3 valeurs propres réelles et 3 vecteurs propres orthogonaux.

Relation du barycentre pour des systemes disjoints :

mAG = m,AG, + myAG,

P . P . - Les 3 valeurs propres sont appelées les moments d’inertie principaux. Ils sont portés par les axes principaux
Méthodologie pour déterminer la position de G : dinertie

1. Identifier les symétries ;

2. Décomposer le solide S en volumes élémentaires ; Changement de point

3. Utiliser la relation du barycentre.

Théoréme de Huygens matriciel

Moment d’inertie L'opérateur d’inertie du solide S en un point quelconque A est égal a la somme de I'opérateur d’inertie de ce solide
calculé au centre de masse G et de 'opérateur d’inertie calculé au point A du solide S affecté de la masse totale
Le moment d’inertie est I'inertie en rotation. CoesliEs,
_ _ _ _ b%?+c* —ab —ac ., /@
Définition scalaire s =lgs+ Iam) = los + m( —ab  a?+c?* —bc ) AG = (b)
—ac —bc  a?+b% a352) ¢/ (255

On appelle moment d’inertie d’un solide par rapport 3 un axe A= (4,%) la somme des masses élémentaires
multipliées par le carré de la distance du point courant a cet axe :

N Les matrices d’inertie de deux solides peuvent s’additionner si elles sont exprimées au méme point et dans la méme
| Ins = liamys = fs r%dm] base.

Son unité est [kg.m?]

Changement de base
Pour une méme masse globale, plus la matiére est éloignée de I'axe, donc plus le moment d’inertie est grand, et plus

il sera difficile de mettre le solide en mouvement de rotation autour de cet axe, ou de 'arréter. ] s R o2 X =(X 1 0 O 2
La matrice de passage P de (X, U, ¥) vers (X,y,Z) est |V | =P|u|=(0 cosa —sina||u
Exemple : Moment d’inertie d’un cylindre de révolution, centre G, rayon R, axe (G, X) et de hauteur h. 7 v 0 sina cosa v
B R A —F -E A —F -F
t m R* R? Lis=|-F B -D =|-r B -D
l(a,i),s=f(x2+y2)dm=f rzdm=fr2pdV=p f ] j r?rdrd@dz = 2mpl |—| =2m——L—=m— AS . .Y
s s v S 4], mLR* 4 z ~E =D C/@zapn “—E =D ' Jazys

z=-L
=z

)= P llas) )P

(X,d,0)
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Solides de formes élémentaires 2 Quantité de vitesse et quantité d’accélération

1 plan de symétrie 2 plans de symétrie 1 axe de symétrie Mécanique du point
A —-F 0 A 0 O A 0 O oo e . B 7
Tis = (—F B 0) Tos = (O B 0) Tis= <0 A O) Quantité de mouvement ou quantité de vitesse : P=mV
0 0 Cuzya 00 Cluzya 00 Cluzyn Moment cinétique ou moment de quantité de mouvement: &, = AP AmV
Cylindre homogéne Disque homogéne Tige homogeéne T inéti
orseur cinetique
ES/R est le torseur cinétique. On appelle torseur cinétique le champ des vecteurs moment cinétique.
Les éléments de réduction du torseur en A sont :
P, mVs/r(G
R €s/R) = doe ={- o ={ D
Fs/r(A) Gs/r(A)
% v —
avec s g(B) = ds/r(A) + BA AmVgp(G)
Gs/r(A) = Iys. ﬁS/R +4G A mVS/R (A)|
2 LZ
fas R 12 mRT o 0 mz 00
m<T+E> 0 0 R? Igs = 12 On a donc deux cas particuliers :
les=| 0 — 0 0 = 0
_ o m(R_2+L_Z> s "% R? o m012 0 Si A est le centre de masse G :
4 12 0 0 R (6X5.2) . - .
R? 2/ Gz35 Os/r @)= IG,S'-QS/R
0 0 Ly 6355 Si A est immobile dans le mouvement S/R :
Gs/r(A) = I=A,S'ﬁS/R

Boule homogéne Parallélépipede homogene

Tube homogéne
Torseur dynamique

zZ
R 55/12 est |le torseur dynamique. On appelle torseur dynamique le champ des vecteurs moment dynamique.
Les éléments de réduction du torseur en A sont :
2 mAs/r(G)
D(S/R) = bsp = { e
5 = 8s/r(A)
x y
avec 8s/r(B) = 8s/r(A) + BA AmAg/r(G)
2 d s = =
B3 () = & [057n )], + V() Ay )
B ieRt —mR* 0 0 m(b_2+ﬁ> 0 0
m(R‘ :R' +1L—2> 0 0 , 12 712 . On a donc deux cas particuliers :
2 2 2 — a (5
= 0 m(R” ZR‘ +%) 0 les=| 0 §"‘RZ 0 los = 0 ”(E*T) 0 Si A est le centre de masse G :
i p? 2 2 p? o = =
RE+R, 2 mR? a® b _dya _d
0 o i) o0 g/ 0 o ol 8syu(6) = 210500, = o Aiyal
Si A est immobile dans le mouvement /R :

5S/R(A) = %[@/R(A)]/R = %[TA.S-ES/R]/R

Systeme de n solides indéformables
N n o,
CERY=dyr= X — 1 %R

DE/R)= gE/R =2 Z 1 gi/R



Méthodologie 3 Energie cinétique
Parfois, lorsque I'on ne cherche qu’une seule composante selon I, on peut simplifier le calcul.

L. , R Théoréme
Calcul d'une projection de la résultante dynamique L L § . . ) . .
L’énergie cinétique d’un solide S en mouvement dans un repére R est égale a la moitié du comoment des torseurs

> - d 1 — = d cinétique et cinématique.
MAsr(6). T = m— [Vs;p(6). U] — mVs;p(6). 7 [Ul e < d
1

Ecsp = ie(S/R) oU(s/R) = % Gs/rOVs/r = ‘{

ANG) Oj sy
2

Gor(A)  (Vs/r(A)

Par exemple, pour une liaison glissiére de direction 1.

Calcul d'une projection du moment dynamique L'unité est le Joule [J].
L’énergie cinétique ne dépend pas du point A.

dia o _dya s d -
—|Gs/r(A)] .- U = —|Gs/r(A). 1| — Gs/r (A). — [U] /g
at [ / ]/R dt [ / ] / ac -/ Solide en translation

. ) , o
Par exemple, pour une liaison pivot d'axe (4, ii). Pour un solide en translation, on a donc :

, . 1 Vs/r(6) 0 1o
Méthodologie Eocpp== {Ms/rl) g = P (G)2

S/R=73 ¢ { 3 7y (6) 7m s/r(G)
Solide en rotation autour d’un axe immobile dans R

Pour un solide en rotation autour de I'axe immobile (4, Z) dans R, on a donc :

1 i wz _1
Ecsip == N o Mo} { S ==
SIRT 24 {Ixzx L,y +1,72 AlT 2/
1) G53(6) =T;5.0 6) Gsp(4) =I5 055 + AG AmVsp(A .
) F5a(6) =I5 On (6) Fsja(A) = Lys:Bsja + mVs/a(4) Systéme de n solides indéformables
—— E—ZnE—lZn"OV
(4) Tsp(A) = Tspp(6) + AT AmPg;(6) /R L i=15RT G L= 1%URPVR
a5z (G) »( Gl
g i Masse et moment d’inertie équivalent
(2) 652(6) = It [a_,m(c)]m (7) &5z(4) = % [Esfﬂ("i)]m + Vp(4) AmVs(6) Exemple :
On isole 'ensemble des pieces en mouvement par rapport au chassis ¥ = {1,2,3}.
3) 35;&(*‘1) = ES,IR(G) + 4G A m;{sﬂ:(c) Ecsj0 = Ec1j0 + Eczj0 + Ec3/0 1/0 et 2/0 sont des mouvements de rotation. 3/0 est un mouvement de translation.
2 2 1 1 1 1 1 1 1 1
85/ (6) > Osm(d) Eesjo = 3 Imtm? +5Jr0r £ 5MN7 = 2?42/ 4 5m R 200" = 2 U + /7 + MR = 2 Jeqon?
1 1 1 1 Jm 1/, 1 1 Jm  Ir 1
Eczpo = E]mwmz +§]rwrz +§mqu2 = EWVVZ +EEVVZ +Evavz = E(RZrZ tet mv) W= EMWV,,Z

Démarche de calcul d’'un moment dynamique

Le terme M, est appelé masse équivalente des solides en mouvement ramenée sur I'axe effecteur.

Le terme /4 est appelé t d’inertie équival des solides en mouvement ramené sur I’axe moteur.

Cas particuliers

Cette inertie équivalente de tous les solides en mouvement correspond au moment d’inertie d’un solide fictif, qui,

La relation (1) est un cas particulier de la (6).
entrainé par le moteur, développerait la méme énergie cinétique.

La relation (2) est un cas particulier de la (7).

La relation (4) est toujours plus simple que la (3).

Si ES/R(G) est compliqué, alors la relation (3) peut étre tres longue.

Si A est un point fixe /R, alors V/R(A) =0 et le chemin (1) = (4) = (7) est plus simple que le chemin
DH-@->03.



4 Dynamique des solides

Principe fondamental de la dynamique

Enoncé du PFD

Il existe au moins un référentiel galiléen R, tel que pour tout ensemble matériel 3’ et a chaque instant t, le torseur
dynamique associé au mouvement de ce systéme par rapport a ce repére est égal au torseur des actions
é extérieures exercées sur J.

FE -5 =DE/Ry) & Myg =85, & 2.»{ ez —{mA‘” A

M@ | 8yp@)

On a 1 équation torsorielle, soit 2 équations vectorielles, soit 6 équations scalaires.

Théoréme de la Résultante Dynamique (TRD) : X }-?'HE = mﬁ;/R(G)
Théoréme du Moment Dynamique (TMD) au pointA:  Y; A_/I'iﬁ;(A) = 5);/R(A)

| Théoréme des actions réciproques My, =—-M, |

Théorémes de I'équilibre

| On appelle équilibre un mouvement nul. |

Théoréme de I'équilibre :
Si un solide S est a I'équilibre par rapport a un référentiel Galiléen alors la somme des torseurs des actions
mécaniques du milieu extérieur sur S est nulle.

VEVP Vg, (P)=0 = vt % Mis=0

) Rios —_ {0
e {M,;s(A) A{%

L’équation torsorielle ci-dessus conduit donc a I’écriture de 2 équations vectorielles :

Théoréme de la Résultante Statique (TRS) : i ﬁiﬁs =0
Théoréme du Moment Statique (TMS) au point A: Y M;_s(4) =0

Equilibrage
Un solide en rotation est équilibré statiquement (a I'arrét) si quelle que soit sa position angulaire, il ne se met pas a
tourner sous I'effet de son poids.

Un solide en rotation est équilibré dynamiquement si les actions mécaniques transmises dans les liaisons entre le
rotor et le bati sont indépendantes de la position angulaire du rotor quel que soit le mouvement de rotation du
rotor.

Un solide est dit équilibré lors de sa rotation autour d’un axe fixe si et seulement si :
Equilibrage statique :

— Son centre de masse est sur I'axe de rotation.

Equilibrage dynamique :

— Son centre de masse est sur I'axe de rotation.

— L’axe de rotation est un axe principal d’inertie.

5 Puissance

Puissance d’une action mécanique

On appelle puissance de I'action mécanique 2 — 1 dans le mouvement 1/R la quantité scalaire obtenue par
comoment du torseur associé a I'action mécanique 2 — 1 et du torseur cinématique associé au mouvement 1/R.

F'zﬂ @{ ﬁl/R
M,y (4)  (Vi/p(A)

= F42~>1 . Vl/R(A) + MZel(A) . 51/12

Py =% 2 - 1)OVU(1/R) = My, OV, = {

On parle de puissance galiléenne lorsque le mouvement est exprimé par rapport a Ry;.

Puissance des interefforts

On appelle puissance des interefforts la puissance de I'action mécanique d’un solide 1 sur un solide 2 dans leur
mouvement relatif 2/1.

Pro, = Mz~19[71/}2 + MlaZOVZ/R

P, = MlﬂZOVZ/l = ﬁzalovl/z

Elle ne dépend pas du repére.

Rendement

T N . P
On définit le rendement d’un systéme comme étant = P—‘l
e

La puissance dissipée est donc de Py = (1 — )P,

P =nP,

P, ] Systeme

> Pgs=0-—nP,

Puissance des interefforts de liaison

Si une liaison est parfaite alors le mouvement est sans pertes P;,, = 0.

Si on néglige le frottement dans un contact par glissement, on a un modele de liaison parfaite.
Si on néglige la résistance au roulement dans un contact par roulement, on a un modele de liaison parfaite.

Théoréme de la puissance cinétique

Le TPC permet de déterminer I’équation du mouvement. Elle est déduite du PFD, ce n’est pas une équation
supplémentaire.

Il est pertinent d’utiliser le TPC lorsque I'on étudie un systéme ayant une seule mobilité utile. Contrairement au PFD,
une action mécanique qui ne travaille pas ne peut pas étre déterminé avec le TPC.

n solides

Pour un systéme matériel X formé de n solides indéformables, la dérivée par rapport au temps de son énergie
cinétique galiléenne est égale a la somme de la puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures a ce
systeme et de la puissance des interefforts.

dEcs/Rg n
Frame T Y z 2

Ps,«—»s,-

Exemple : pourn = 3

Pt = Ps;05, + Ps,e5, + Ps,00s,



