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Partie 1 

Question I.1 : 

L’utilisation d’un système volant poserait des problèmes : 
- d’autonomie : car la masse à transporter est importante (≈ 230 kg). 
- de stabilité : les perturbations sont importantes, il y a des variations de pressions élevés. Il faut aussi 

être capable de prélever des échantillons. 

Question 1.2 : 

Mettre les batteries en position basse sur le système permet d’avoir une stabilité importante. Le centre de gravité 
doit être positionné proche du sol pour éviter le basculement. 

Question 1.3 : 

Lorsque le système est en phase de vie « Le robot escalade le flanc du volcan », il a besoin d’avoir une bonne 
maniabilité. Une taille limitée permet de contourner les obstacles. Une masse limitée permet d’avoir une 
meilleure autonomie. 

Partie 2 

Question 2.1 : 

Avec la distance caractéristique la plus petite du robot, le nombre de Froude est : 

Fr =
v

√gLc
=

2,5

√9,8.0,8
≈ 0,18 

Le 𝐹𝑟 < 1, donc les effets dynamiques n’ont pas d’influence importante sur la trajectoire du robot. Le fluide est 
« calme ». 

Question 2.2 : 

Hypothèse :  

- Roulement sans glissement longitudinal aux points de contact. 

- Les solides sont indéformables. 

V⃗⃗ (Oi , Si/S0) = V⃗⃗ (Pi, Si/S0) + OiPi⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ Ω⃗⃗ (Si/S0) ⇒ vx⃗ = 0⃗ −
D

2
z ∧ ωry⃗ ⇒  v =

D

2
ωr ⇒ ωr  =

2

D
v 

⇒ ωr  =
2

0,3
0,5 ≈ 3,33 rad/s 

ωm =
1

r
 ωr = 

2

r. D
v =

2
1
2360,3

0,5 ≈ 787 rad/s 

Question 2.3 : 

Le robot comporte des roues non directionnelles. 

Avantages : 
- Conception mécatronique simple (pas de différentiel, commande, direction) 
- Masse plus faible 
- Prix moins cher 
- Fiabilité accrue 

Inconvénients : 
- Commande individuelle de chaque motorisation 

- Usure des pneumatiques 

Question 2.4 : 

V⃗⃗ (Pi, Sc/S0) = V⃗⃗ (O, Sc/S0) + PiO⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ Ω⃗⃗ (Sc/S0) ⇒ V⃗⃗ (Pi, Sc/S0) = vxx⃗ + vyy⃗ + (
D

2
z − aix⃗ − eiy⃗ ) ∧ ωzz  

avec ai ∈ [−a, 0, a] et ei ∈ [−e, 0, e] 

⇒ V⃗⃗ (Pi, Sc/S0) = (vx − eiωz)x⃗ + (vy + aiωz)y⃗  



Question 2.5 : 

On écrit une composition des mouvements : 

V⃗⃗ (Pi, Sc/S0) = V⃗⃗ (Pi , Sc/Si) + V⃗⃗ (Pi, Si/S0) 

V⃗⃗ (Pi , Sc/Si) = V⃗⃗ (Oi , Sc/Si) + PiOi⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ Ω⃗⃗ (Sc/Si) = 0⃗ +
D

2
z ∧ −ωriy⃗ =

D

2
ωrix⃗  

V⃗⃗ (Pi , Si/S0) = vgiy⃗  

donc     V⃗⃗ (Pi, Sc/S0) =
D

2
ωrix⃗ + vgiy⃗  

Question 2.6 : 

On a donc    (vx − eiωz)x⃗ + (vy + aiωz)y⃗ =
D

2
ωrix⃗ + vgiy⃗  

⇒ {
vx − eiωz =

D

2
ωri

vy + aiωz = vgi
⇒ {

ωri =
2

D
(vx − eiωz)

vgi = vy + aiωz

 

Question 2.7 : 

Voir DR1 : 

 

- Pour déterminer les vitesses de glissement et les vitesses de rotation, on regarder l’expression des vitesses : 

Pour un mouvement de rotation autour (O, z ), on a νx = νy = 0 m/s, donc : 

{ωri = −
2

D
eiωz

vgi = aiωz
 

 

 

 

+ − 

+ − 

+ − 

+ 0 

+ 0 

+ 0 



Ou bien : 

- On imagine le champ des vecteurs vitesses dans le plan (x⃗ , y⃗ ) qui tourne autour de (O, z ) et de (Oi, z ).  

 

Question 2.8 : 

Le glissement latéral au contact va provoquer de l’usure des pneumatiques. On pourrait utiliser des roues 

omnidirectionnelles, mais elles sont plus couteuses. Pour limiter l’usure sur les pneumatiques, des picots peuvent 

accommoder une déformation importante au contact. 

Question 2.9 : 

On peut citer deux types de capteurs de rotation : 

 

Un codeur incrémental est un générateur d’impulsions. Il acquiert une grandeur analogique (vitesse de rotation) 

et délivre une grandeur numérique (impulsions). Il est associé à une électronique de traitement (convertisseur 

fréquence-tension) qui délivre une tension analogique. 
Avantages : 

- Mesure prise à coût raisonnable ; 

- Entrées de comptage adaptées (voies A, B, Z) en standard sur les automates programmables récents 

; 

- Obtention aisée de la vitesse par intégration numérique. 

- Donne le sens de rotation 

Inconvénients : 

- Perte totale des informations en cas de coupure d'énergie ; 

- Nécessite une procédure de prise d'origine. 

 

Une Génératrice tachymétrique est une machine à courant continu fonctionnant en générateur. Il acquiert une 

grandeur analogique (vitesse de rotation) et délivre une grandeur analogique (tension). 

Avantages : 

- Robustesse 

- Grande plage de fonctionnement 

- Montage simple 

- Donne le sens de rotation 

Inconvénients : 

- Résolution  

 
Le ROBOVOLC utilise probablement une génératrice tachymétrique car ce capteur est plus robuste. En effet celui-
ci doit résister à l’environnement extérieur ; poussières, températures élevées. 
 
 



Question 2.10 : 

L’entier est non signé. La moitié de l’intervalle [-10 V, 10 V] est donc la moitié de [0000, FFFF] 

Cet intervalle a un nombre pair de valeurs. 

La moitié arrondie au supérieur est donc 
1000016

2
= 800016 

A00016 = 10. 16
3 + 0. 162 + 0. 161 + 0. 160 = 4096010  

Remarque : FFFF16 = 15. 16
3 + 15. 162 + 15. 161 + 15. 160 

= 1000016 − 1 = 1. 16
4 − 1 = 216 − 1 = 6553510  

La consigne correspondante est donc de 
4096010

6553510
20 − 10 ≈ 2,5 V 

Question 2.11 : 

La résolution est de :   
0,650+0,610

212
= 3,07. 10−4 V = 307 µV 

Question 2.12 : 

Pour pouvoir appliquer un modèle de système linéaire continu invariant au ROBOVOLC, il faut : 

- L’hypothèse de linéarité : il ne faut pas de phénomènes non linéaires. Comme des seuils dus aux 

frottements secs, aux saturateurs électroniques et aux quantifications. 

- L’hypothèse de continuité : il faut que le temps d’échantillonnage du capteur soit petit devant les 

constantes de temps du système. 

Cependant, il pourrait aussi y avoir des problèmes d’invariance avec les conditions extérieures extrêmes, avec 

l’usure de certains composants et le dépôt de poussières. 

Question 2.13 : 

On identifie la réponse indicielle à un modèle du premier ordre : Hmoteur(p) =
Km

1+τmp
 

On lit graphiquement : 

ω∞ = K.U0 ⇒ 0,00406 ≈ K. 1 ⇒ K ≈ 406 (rad/s)/V 

ω(τm) = 0,63.ω∞ ⇒ ω(0,00034) ≈ 0,0025578 ⇒ τ ≈ 0,34 ms 

donc     Hmoteur(p) =
0,00406

1+0,00034p
 

Question 2.14 : 

Remarque : Il y a une erreur dans le sujet, il manque un bloc IHM en amont du soustracteur. 

Hmoteur(p) =
Ωroue(p)

Ωc(p)
=

1

Kred

Kv
Km

1 + τmp

1 + Kv
Km

1 + τmp

Kred =
KvKm

1 + τmp + KvKm
=

KvKm
1 + KvKm

1 +
τm

1 + KvKm
p

 

Question 2.15 : 

Les coefficients du dénominateur sont strictement positifs donc le système est stable. On peut donc appliquer le 

théorème de la valeur finale. 

On a FTBO(p) = Kv
Km

1+τmp
 

La classe est nulle, l’erreur statique relative pour un échelon de vitesse angulaire Ωc0 est : 

εp% =
1

1 + KvKm
 



La classe est nulle, l’erreur de poursuite relative pour une rampe de vitesse angulaire Ωc0 est : 

εv% = +∞ 

Seule la condition εp% < 1% peut-être respectée avec ce correcteur proportionnel. 

1

1 + KvKm
< 1% ⇒  1 < 0,01(1 + KvKm)  ⇒  100 < (1 + KvKm) 

⇒ 
99

Km
< Kv  ⇒

99

0,00406
< Kv ⇒ 24384 < Kv 

Remarque : Kv est sans unité si on rajoute un bloc IHM. 

Pour avoir une erreur statique relative et une erreur de poursuite relative nulles, il faut augmenter la classe de 

la FTBO à 2 avec un double intégrateur. 

Cependant le système serait alors instable car la phase serait inférieure à 180°. Il faudrait donc rajouter 

également un correcteur à avance de phase. 

Question 2.16 : 

Conserver le CIR dans la zone d’empattement limite le glissement latéral, l’usure des pneumatiques et la 

consommation d’énergie. Cette bande de stabilité est infini selon y⃗ , ce qui confirme que le mouvement de 

translation selon x⃗  est bien stable (une translation est une rotation avec un rayon infini). 

Question 2.17 : 

x⃗ = cosθ X0⃗⃗⃗⃗ + sin θY0⃗⃗  ⃗ 

y⃗ = −sin θ X0⃗⃗⃗⃗ + cosθ Y0⃗⃗  ⃗ 

Dans la base du sol :  V⃗⃗ (O,C/0) = vx
0X0⃗⃗⃗⃗ + vy

0Y0⃗⃗  ⃗ 

Dans la base du châssis :   V⃗⃗ (O,C/0) = vxx⃗ + vyy⃗  

V⃗⃗ (O,C/0) = vxx⃗ + vyy⃗ = vx(cosθX0⃗⃗⃗⃗ + sinθ Y0⃗⃗  ⃗) + vy(−sin θX0⃗⃗⃗⃗ + cosθ Y0⃗⃗  ⃗)

= (vx cosθ − vy sin θ)X0⃗⃗⃗⃗ + (vx sin θ + vy cosθ)Y0⃗⃗  ⃗ = vx
0X0⃗⃗⃗⃗ + vy

0Y0⃗⃗  ⃗ 

⇒ {
vx
0 = vx cos θ − vy sinθ

vy
0 = vx sin θ + vy cosθ

 

Remarque : avec une matrice de rotation (
vx
0

vy
0) = (

cos (θ) −sin (θ)
sin (θ) cos (θ)

) (
vx
vy
) 

 

Dans la base du sol :  Γ (O,C/0) = v̇x
0X0⃗⃗⃗⃗ + v̇y

0Y0⃗⃗  ⃗ 

Dans la base du châssis :   Γ (O,C/0) = γxx⃗ + γyy⃗  

⇒ {
v̇x
0 = v̇x cosθ − θ̇vx sin θ − v̇y sin θ − θ̇vy cosθ

v̇y
0 = v̇x sinθ + θ̇vx cos θ + v̇y cos θ − θ̇vy sin θ

 

⇒ {
v̇x
0 = (v̇x − θ̇vy) cosθ − (v̇y + θ̇vx) sinθ

v̇y
0 = (v̇x − θ̇vy) sin θ + (v̇y + θ̇vx) cosθ

 

⇒ {
v̇x
0 = γx cos θ − γy sinθ

v̇y
0 = γx sin θ + γy cosθ

 

Remarque : avec une matrice de rotation (
v̇X
0

v̇Y
0) = (

cos (θ) −sin (θ)
sin (θ) cos (θ)

) (
γx
γy
) 



Question 2.18 : 

On paramètre le CIR de C/0 de coordonnées : I = (xi
yi
)
(O,x⃗ ,y⃗⃗ )

 

V⃗⃗ (O, C/0 ) = V⃗⃗ (I, C/0 ) + OI⃗⃗⃗⃗ ∧ Ω⃗⃗ (C/0 ) 

⇒ vxx⃗ + vyy⃗ = 0⃗ + (xix⃗ + yiy⃗ ) ∧ θ̇z  

⇒ vxx⃗ + vyy⃗ = 0⃗ − θ̇xiy⃗ + θ̇yix⃗  

⇒ {
xi = −

vy

θ̇

yi =
vx

θ̇

 

Pour un mouvement de translation, θ̇ = 0. Le CIR est à l’infini. 

Question 2.19 : 

Remarque : Il y a une erreur de paramétrage sur la Figure 6, les points ne correspondent pas aux solides. On 

renumérote les roues Si comme les points Pi et Oi pour que les indices correspondent. Nous avons rédigé 

l’ensemble du calcul pour que vous puissiez comprendre d’où viennent les équations, mais ce n’était pas 

demandé. 

Hypothèse :  

- On est à la limite du glissement selon y⃗  pour chaque roue, mais pas selon x⃗  (voir question 

suivante). 

Effort du sol S0 sur la roue Si :  F⃗ (0 → i) =  (

Fx(0 → i)
Fy(0 → i)

Fz(0 → i)

)

(x⃗ ,y⃗⃗ ,z⃗ )

= (

Fxi − Rxi
−Fyi
Fzi

)

(x⃗ ,y⃗⃗ ,z⃗ )

 et M⃗⃗⃗ (Pi, 0 → i) =  0⃗  

 

On isole l’ensemble du ROBOVOLC. 

Hypothèses : - O est le centre de gravité du robot.  

- R0 = (O0, X⃗⃗ 0, Y⃗⃗ 0, Z⃗ 0) est un repère supposé galiléen. 

Le Théorème de la Résultante Dynamique (TRD) appliqué au ROBOVOLC en projection sur x⃗  : 

m0 γx = ∑Fx(0 → i) 

6

i=1

= ∑(Fxi − Rxi)

6

i=1

 

Le Théorème de la Résultante Dynamique (TRD) appliqué au ROBOVOLC en projection sur y⃗  : 

m0 γy = ∑Fy

6

i=1

(0 → i)  = − ∑Fyi

6

i=1

 

Fx(0 → i) Fy(0 → i) 

Fz(0 → i) 

forces du sol sur la roue 

paramétrées positives 



Le Théorème du Moment Dynamique (TMD) appliqué au ROBOVOLC en O en projection sur z  : 

I0θ̈ = e(Fx(0 → 2) + Fx(0 → 4) + Fx(0 → 6) − Fx(0 → 1) − Fx(0 → 3) − Fx(0 → 5)) 

+a(Fy(0 → 1) + Fy(0 → 2) − Fy(0 → 5) − Fy(0 → 6)) 

⇒ I0θ̈ = e(Fx2 + Fx4 + Fx6 − Fx1 − Fx3 − Fx5) − e(Rx2 + Rx4 + Rx6 − Rx1 − Rx3 − Rx5) 

+a(−Fy1 − Fy2 + Fy5 + Fy6) 

On peut identifier les grandeurs : 

  m0 est la masse du ROBOVOLC en [kg] 

  |Fxi| est la composante tangentielle « motrice » longitudinale x⃗  du sol sur la roue due au frottement en [N] 

  |Fyi| est la composante tangentielle « résistante » latérale y  du sol sur la roue due au frottement en [N] 

  |Rxi| est la composante tangentielle « résistante » suivant x⃗  du sol sur la roue due à la résistance au roulement 

en [N] 

  Mr est la somme des moments des forces « résistantes » du sol sur la roue selon (O0,z ) en [N.m] 

Remarque : ils sont fonctions des Fzi et ne sont pas commandable 

  I0 est le moment d’inertie du ROBOVOLC  par rapport à l'axe (O, z ) en [kg.m²] 

Question 2.20 : 

L'équation (1) : est une loi de comportement qui correspond à la résistance au 

roulement de la roue i sur 0 suivant x⃗ . 

L'équation (2) : est une loi de comportement qui correspond au frottement de 

Coulomb de la roue i sur 0 suivant y⃗  dans le cas d'un glissement suivant y⃗ . 

fr est le coefficient de résistance au roulement longitudinal (selon x⃗ )  

μ est le coefficient de frottement latéral (selon y⃗ ) 

Question 2.21 : 

Hypothèse :  - On néglige l’inertie des roues. 

  - Les liaisons hors contact roue/sol sont supposées parfaites. 

  - On néglige les couples de résistance au roulement. 

Remarque :  

Les 3 équations du PFD deviennent : 

m0γx = m0(Ẍ0 cosθ + Ÿ0 sin θ) = ∑ (
2τi

D
− frFzi signe(vxi))

6
i=1   

m0γy = m0(−Ẍ0 sin θ + Ÿ0 cos θ) = −∑μFzi signe(vxi)

6

i=1

 

I0θ̈ = e(Fx2 + Fx4 + Fx6 − Fx1 − Fx3 − Fx5) − Mr 

⇒ I0θ̈ =
2e

D
(τ2 + τ4 + τ6 − τ1 − τ3 − τ5) − Mr 

(
m0 cos θ m0 sinθ 0
−m0 sinθ m0 cosθ 0

0 0 I0

)(
Ẍ0
Ÿ0
θ̈

) +

(

 
 
 
 
∑frFzisigne(vxi)

6

i=1

−∑μFzisigne(vyi)

6

i=1

Mr )

 
 
 
 

=

(

 
 
 

∑
2τi
D

6

i=1

0
2e

D
(τ2 + τ4 + τ6 − τ1 − τ3 − τ5))

 
 
 

 

𝐹𝑦⃗⃗  ⃗(0 → 𝑖) 

Pyramide à base rectangulaire 

des AM 0 → 𝑖 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗(0 → 𝑖) 

𝐹 (0 → 𝑖) 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗(0 → 𝑖) 
𝑃𝑖 
 

 



Question 2.22 : 

On veut contrôler les mouvements du ROBOVOLC. Pour cela le CIR doit rester dans une zone qu’il faut déterminer 
en fonction des coordonnées du véhicule dans le repère 0.  

On a calculé que {
xi = −

vy

θ̇

yi =
vx

θ̇

 

Le CIR reste dans la bande de stabilité donc    −a < xi < a ⇒ −a < −
vy

θ̇
< a 

Or vy > 0 et θ̇ > 0                                             ⇒ −a < −
vy

θ̇
⇒

vy

θ̇
< a ⇒ vy < aθ̇ 

V⃗⃗ (O,C/0) = vxx⃗ + vyy⃗ = Ẋ0X0⃗⃗⃗⃗ + Ẏ0Y0⃗⃗  ⃗ 

vyy⃗ . y⃗ = Ẋ0X0⃗⃗⃗⃗ . y⃗ + ẎxY0⃗⃗  ⃗. y⃗ = −Ẋ0 sin θ + Ẏ0 cos θ 

⇒ −Ẋ0 sinθ + Ẏ0 cosθ < aθ̇ 

⇒ −Ẋ0 sin θ + Ẏ0 cosθ − aθ̇ < 0 

⇒ (
−sin θ
cosθ
−a

)

R0

. (
Ẋ0
Ẏ0
θ̇

)

R0

< 0 

La mise en place du contrôleur impose des conditions sur les vitesses et les positions du ROBOVOLC, il faut les 
vérifier en permanence. 

Partie 3 

Question 3.1 : 

Les différentes mobilités sont les suivantes : 

 

 

 

 

 

Le degré de mobilité est : m = 12 

Remarque : Les 12 mobilités sont utiles. 

 

En jaune, les 6 rotations des 6 roues 

autour de leur axe. 

6 mobilités 

En bleu, les 2 translations et 1 rotation 

de la liaison plane de l’ensemble par 

rapport au sol. 

3 mobilités 

En vert, les 2 rotations autour d’axes 

verticaux des ensembles AAV ou AAR 

par rapport à EC. 

2 mobilités 

En rouge, les 2 rotations simultanées 

de AAR et AAV par rapport à EC en Ry. 

1 mobilité 

𝑌0⃗⃗  ⃗ 

 

𝑥  

𝑋0⃗⃗⃗⃗  

 

𝑦  

θ 

Z⃗ 0 = z  



Question 3.2 : 

Le nombre cyclomatique est : 
γ = NL −NP + 1 = 16 − 12 + 1 = 5 

L’hyperstatisme du modèle est de : 

h = m+ Is − 6(NP − 1) = 12 + (6.1 + 8.5 + 2.4) − 6(12 − 1) = 12 + 54 − 66 = 0 

Le système est isostatique. Le châssis peut donc maintenir les roues au contact du sol en toute circonstance. 

Question 3.3 : 

On peut modéliser le contact roue/sol par une liaison Sphérique parfaite. Ce modèle est valable à un instant, car 

le point de contact se déplace. On a alors 3 forces transmissibles dans toutes les directions ; effort normal, 

frottement tangentiels longitudinal et latéral. 

La mobilité du modèle est m=3, car le solide vert EC peut translater selon x⃗ , tourner selon y⃗  et z  à un instant. 

L’hyperstatisme deviendrait alors : 

h = m+ Is − 6(NP − 1) = 3 + (6.3 + 8.5 + 2.4) − 6(12 − 1) = 3 + 66 − 66 = 3 

On ne peut donc pas déterminer toutes les inconnues. 

Question 3.4 : 

Il y a 10 inconnues ; 6 inconnues d’efforts au niveau des contacts roue/sol, 4 inconnues de liaisons pour les 2 

rotules à doigt. 

Il y a 3 solides hors bâti, donc dans ce problème plan, on peut écrire 9 équations. 

Avec une analyse statique globale, on ne peut donc pas résoudre le problème. Il faut ajouter une équation de 

comportement supplémentaire ; la loi de Coulomb au niveau du contact. 

Question 3.5 : 

Hypothèse :   

- la pente est nulle α = 0° 

On isole l’ensemble du robot ROBOVOLC Σ = {ENSAV, ENSC,ENSAR} 

On applique le Théorème de la Résultante Statique (TRS) en projection selon z . 

NAV + NC +NAR − (M + 2m)g = 0 

On applique le Théorème du Moment Statique (TMS) en Pc en projection selon y⃗ . 

aNAV − aNAR = 0 

aNAV − aNAR = 0 

On isole l’ensemble ENSAV. 

On applique le TMS en B en projection selon y⃗ . 

aNAV − a mg = 0 

On a donc 

{
NAV = mg
NAR = mg
NC = Mg

 

Question 3.6 : 

Remarque : Il y a une erreur dans le cahier des charges, la pente maximale du sol est de 50°. 



Il y a 2 configurations possibles. 
Soit ENSAV bascule. 
Soit {ENSAV, ENSC} bascule. 

Or ENSAV bascule avant {ENSAV, ENSC}. 

  

Basculement de ENSAV          Basculement de {ENSAV, ENSC} 

Méthode 1 : méthode graphique 
Il y a basculement si le moment de la pesanteur sur ENSAV en B est négatif. C’est-à-dire si 𝐺𝐴𝑉 est à « droite » de 
B. 
Dans le triangle ABGAV : 

tan α =
AB

AGAB
=
a − b

hlim
⇒ hlim <

a − b

tanα
 

 

hlim =
0,8 − 0,2

tan50°
≈ 0,5m 

Il y a basculement si h > hlim. 

Il y a donc peu de risque de basculement avec une utilisation classique. 

Méthode 2 : résolution par le calcul 

Hypothèse : 

- Le problème est plan 

- Les liaisons hors contact roue/sol sont supposées parfaites 

Il y a basculement si la composante 𝑁𝐴𝑉 s’annule. 
On isole ENSAV. 
On fait le Bilan des Actions Mécaniques Extérieures (BAME) : 

- F(0 → ENSAV) =
PAV

{
TAVx⃗ + NAVz 

0⃗ 
=
B
{

TAVx⃗ + NAVz 

−(a − b)NAVy⃗ − TAVDy⃗ 
 

- F(pes → ENSAV) =
GAV

{
−mgsinα x⃗ −mg cosα z 

0⃗ 
=
B
{

−mgsinα x⃗ −mg cosα z 

−mghsin α y⃗ + (a − b)mgcosα y⃗ 
 

-  F(ENSC → ENSAV) =
B
{
XENSC−ENSAVx⃗ + ZENSC−ENSAVz 

0⃗ 
 

 



On applique le PFS en B : 

{

TAV + XENSC−ENSAV −mgsin α = 0
NAV + ZENSC−ENSAV −mgcosα = 0

−mghsin α + (a − b)mgcosα − (a − b)NAV − TAVD = 0
 

A la limite du basculement, NAV = 0 et TAV = 0. 

⇒ −mghlim sin α + (a − b)mgcosα = 0 

⇒ hlim =
a− b

tanα
 

Question 3.7 :  

Dans la question 3.4, nous avons vu qu’on ne peut pas résoudre le problème car il faut ajouter une équation de 

comportement supplémentaire. 

Avec l’HYP1 on ajoute une équation indépendante, la loi de Coulomb au niveau du contact et on peut résoudre. 

Si on applique le TMS en Pc projeté sur z , alors on démontrer que NAV ≠ NAR. 

Question 3.8 :  

On isole le ROBOVOLC. 

Le TRS en projection selon x⃗  et z  pour les différentes phases donne respectivement : 

Phase 1 : 

{
−NAV + TC + TAR = 0

TAV +NC +NAR − (M+ 2m)g = 0
 

Phase 2 : 

{
TAV −NC + TAR = 0

NAV + TC +NAR − (M+ 2m)g = 0
 

Phase 3 : 

{
TAV + TC − NAR = 0

NAV + NC + TAR − (M+ 2m)g = 0
 

Question 3.9 :  

Les phases des diagrammes de l’Annexe 2 sont les suivantes : 

La phase 1 : t ∈ [1; 2]s, la phase 2 : t ∈ [3; 4]s, la phase 3 : t ∈ [5; 6]s. 

Les autres phases t ∈ [0; 1]U[2; 3]U[4; 5]s correspondent aux instants transitoires où les roues touchent toutes 

un sol horizontal et qu’aucune roue ne touche la marche. 

Les discontinuités des efforts sont les changements de repère locaux quand le point de contact roue/sol change. 

Remarque : Sur l’Annexe 2, il faut lire μ = 2 et non μ = 0,2. 

Question 3.10 :  

On teste deux simulations différentes dans l’Annexe 2, avec μ = 0,5 pour la configuration 1 et μ = 2 pour la 

configuration 2. 

On doit avoir  TAV ≤ μNAV, Tc ≤ μNc et TAV ≤ μNAR à tout instant d’après les lois de Coulomb. 

Or, pour la configuration 1, il y a des points de fonctionnement où ces relations ne sont pas respectées. On ne 

peut donc pas franchir l’obstacle avec μ = 0,5 car ce coefficient est trop faible. 



Question 3.11 :  

On isole la roue i. 

Hypothèse : - on néglige l’action de la pesanteur sur la roue. 

On fait le BAME : 

- L’action du sol   F(0 → i) =
Pi
{
Tx⃗ + Nz 

0⃗ 
=
Oi
{
Tx⃗ + Nz 

−T
D

2
y⃗ 

 

- L’action de la résistance au roulement F(0 → ENSAV) =
Oi
{ 0⃗ 

−Mry⃗ 
 

- L’action du moteur   F(pes → i) =
Oi
{ 0⃗
 

Cmy⃗ 
 

- L’action du châssis   F(essieu → i) =
Oi
{
Xessieu−ix⃗ + Zessieu−iz 

0⃗ 
  

On applique le TMS en Oi : 

Cm −Mr − T
D

2
= 0 

⇒ Cm = kN+ T
D

2
 

Le couple moteur s’équilibre avec la force tangentielle et la force de résistance au roulement. 

Question 3.12 :  

Les 6 motoréducteurs sont identiques. Pour les dimensionner, on se place dans le cas le plus défavorable. Le 

moteur le plus sollicité est celui de l’ensemble central dans la phase où il monte la marche. Il doit alors fournir 

120 Nm. 

On a supposé dans cette modélisation que l’on était à la limite du glissement et donc que la composante 

tangentielle était maximale. Il est possible qu’en réalité il y ait adhérence et que le chargement soit davantage 

réparti entre les différents trains. Il y aura donc une marge. 

Question 3.13 : 

Il faut répartir au mieux les couples sur chaque roue. Dans l’idéal, il faut atteindre la limite du glissement pour 

les roues les moins chargées. 

On peut détecter le glissement d’une roue lorsqu’il y a une augmentation de sa vitesse de rotation et baisser le 

couple moteur qui s’y applique. 

Question 3.14 : 

La fonction de transfert du moteur est la suivante :  

Hmot(p) =

Kc 
KeKc + Rf

 

1 +
RJeq + Lf
KeKc + Rf

 p +
LJeq

KeKc + Rf
 p2

 

Hypothèse :  - On néglige l'inductance L = 0 mH en effet, la tension aux bornes de l’inductance est faible 

vis-à-vis des tensions électriques présentes dans le montage. Ce qui revient à dire que la constante électrique du 

moteur est faible devant la constante de temps mécanique. 

  - On néglige le frottement feq = 0 Nm/(rad/s), en effet le couple dû aux frottements visqueux 

est très faible devant le couple électromagnétique et les effets dynamiques. 



Hmot(p) =

1 
Ke
 

1 +
RJeq
KeKc

 p
 

Question 3.15 : 

Hypothèse :  - On néglige la bouche d’anticipation, Cff(p) = 0 

Hmot(p) =
0,265 

200 + 0,4 p
=

0,265
200

 

1 +
0,4
200  p

=
0,0013 

1 + 0,002 p
=

Km 

1 + τm p
 

⇒ {
Km ≈ 0,0013
τm = 0,002 s

 

La FTBF est donc 

Cs(p)

Cc(p)
=

Cfb(p)Hmot(p)

1 + Cfb(p)Hmot(p)
=

(Kfb +
Ifb
p
)

Km 
1 + τm p

1 + (Kfb +
Ifb
p
)

Km
1 + τm p

=
(Kfbp + Ifb)K

p + τm p
2 + (Kfbp + Ifb)K

=
KIfb +KmKfbp

KIfb + (1 + KfbKm)p + τm p
2
=

1+
Kfb
Ifb

p

1 +
1 + KfbKm

KIfb
p +

τm
KmIfb

 p2
 

Question 3.16 : 

On cherche à régler le correcteur intégral pour respecter les critères du CdCF. 

Le CdCF stipule D1% < 5% et tr5% < 9 ms. 

On lit graphiquement D1% < 5% ⇒ ζ > 0,7. 

tr5%ω0 > 3 ⇒ ω0 >
3

tr5%
⇒ ω0 > 333,3 rad/s 

On identifie la fonction précédente avec un deuxième ordre de la forme : 1 +
2ζ

ω0
p +

1

ω0
2  p

2 

{
 

 
2ζ

ω0
=
1+ KfbKm
KmIfb

1

ω0
2
=

τm
KmIfb

⇒

{
 
 

 
 
2ζ

ω0
=
1+ KfbKm

Km
τmω0

2

Km

Ifb =
τmω0

2

Km

⇒

{
 
 

 
 Kfb =

2ζτmω0 − 1

Km

Ifb =
τmω0

2

Km

 

Question 3.17 : 

{
 

 
2ζ

ω0
=
1 + KfbKm
KmIfb

1

ω0
2
=

τm
KmIfb

⇒

{
 
 

 
 
ζ =

1

2

1 + KfbKm
KIfb

√
KmIfb
τm

ω0 = √
KmIfb
τm

⇒

{
 
 

 
 ζ =

1

2

1 + KfbKm

√KmIfbτm

ω0 = √
KmIfb
τm

 

AN : Kfb = 30 Nm/V et Ifb = 200 000 Nm/(V. s) 



{
 
 

 
 ζ =

1

2

1 + 30.0,0013

√0,0013.200. 103. 0,002

ω0 = √
0,0013.200. 103

0,002

⇒ {
ζ ≈ 0,71

ω0 ≈ 364 rad/s
 

Pour ζ ≈ 0,71 on lit graphiquement tr5%ω0 ≈ 3. 

⇒ tr5% ≈
3

ω0
≈

3

364
≈ 8,2 ms ≤  9 ms 

Pour ζ ≈ 0,71 on lit graphiquement D1% ≈ 5% ≤ 5%. 

Donc les critères de stabilité et de rapidité sont bien respectés. 

Question 3.18 : 

FTBO(p) = Cfb(p)Hmot(p) = (Kfb +
Ifb
p
)

Km 

1 + τm p
= (

Kfbp + Ifb
p

)
Km 

1 + τm p
=        

KmIfb
p

   
 1 +

Kfb
Ifb

p

1 + τm p
 

KmIfb = 0,0013.200 000 = 260 Nm/(V. s) 

Les pulsations de cassures sont :  

ωc1 =
1

τm
=

1

0,002
= 500 rad/s 

ωc2 =
Ifb
Kfb

=
200 000

30
= 6666 rad/s 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Remarque : les traits de construction ne sont pas exigibles. 

La phase est strictement supérieure à 180° donc MG = +∞ et Mϕ > 0°. 

Donc le système est stable en boucle fermée. 

𝜔 [𝑟𝑎𝑑/𝑠] 

𝜑(𝜔)[°] 

1

τ
= 500 

𝜔 [𝑟𝑎𝑑/𝑠] 0° 

 

 

−90 

 

−180 

 

𝐺𝑑𝐵(𝜔)[𝑑𝐵] 

K𝑚Ifb = 260 

−20dB/dec 

Ifb

Kfb
= 6666  

100 1000 10000 

−40dB/dec 

−20dB/dec 

0dB 

100 1000 10000 



Question 3.19 : 

La FTBF est 

Cs(p)

Cc(p)
= (1 +

Cff(p)

Cfb(p)
)

Cfb(p)Hmot(p)

1 + Cfb(p)Hmot(p)
 

Question 3.20 : 

Cs(p)

Cc(p)
= (

Cfb(p)Hmot(p) + 1

Cfb(p)Hmot(p)
)

Cfb(p)Hmot(p)

1 + Cfb(p)Hmot(p)
= 1 

Théoriquement, on a construit un système parfait puisque la réponse est égale à la consigne à tout instant. 

Cependant, en pratique il faut avoir un modèle de comportement du moteur très précis pour régler ces 

paramètres. Sinon il aura un comportement non maitrisé et dangereux du correcteur. 

De plus, ce correcteur se compose d’un gain et d’un dérivateur pur, celui-ci entraînera une saturation de la 

commande dès l’apparition d’un échelon. On n’aura donc pas le comportement théorique souhaité. 

Question 3.21 : 

Sur l’Annexe 3, on observe que si on augmente le correcteur proportionnel d’anticipation Cff(p) : 

- La rapidité est améliorée jusque Cff(p) = 260, ensuite elle se dégrade. 

- La stabilité est dégradée.  

- La précision ne change pas. 

Partie 4 

Question 4.1 : 

Chaque liaison pivot autorise un débattement angulaire de ±150°. Le volume est la figure suivante, extrudé dans 

la direction z 0. Le volume est donc un cylindre, de base la figure ci-dessous : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

z 

 +150° 
P 

P 

O2 

P 

+150° 

−150° 



Question 4.2 : 

O0P⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = O0O1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + O1O2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + O2P⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = d1z 0 + l1x⃗ 1 + d2z 0 + l2x⃗ 2 − λ3z 0
= d1z 0 + l1(cosθ1 x⃗ 0 + sin θ1 y⃗ 0) + d2z 0 + l2(cos(θ1 + θ2) x⃗ 0 + sin(θ1 + θ2) y⃗ 0) − λ3z 0 

Donc 

O0P⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (
xp
yp
zp

)

R0

= (
l1 cosθ1 + l2 cos(θ1 + θ2)

l1 sinθ1 + l2 sin(θ1 + θ2)

d1 + d2 − λ3

)

R0

 

 

V⃗⃗ (P, 3/0) = [
d(d1z 0 + l1x⃗ 1 + d2z 0 + l2x⃗ 2 − λ3z 0)

dt
]
0

= l1θ̇1y⃗ 1 + l2(θ̇1 + θ̇2)y⃗ 2 − λ̇3z 0 

Remarque : 

[
dx⃗ 1
dt
]
0

= Ω⃗⃗ (1/0) ∧ x⃗ 1 = θ̇1z 1 ∧ x⃗ 1 = θ̇1y⃗ 1                  [
dx⃗ 2
dt
]
0

= Ω⃗⃗ (2/0) ∧ x⃗ 2 = (θ̇1 + θ̇2)z 2 ∧ x⃗ 2 = (θ̇1 + θ̇2)y⃗ 2 

Question 4.3 : 

Hypothèse :  - On se place dans le plan (O0, x⃗ 0, y⃗ 0) 

V⃗⃗ (P, 3/0) = l1θ̇1y⃗ 1 + l2(θ̇1 + θ̇2)y⃗ 2 − λ̇3z 0 = l1θ̇1y⃗ 1 + l2(θ̇1 + θ̇2)(−sin θ2 x⃗ 1 + cosθ2 y⃗ 1) − λ̇3z 1 

‖V⃗⃗ (P, 3/0)‖ = √(l2(θ̇1 + θ̇2) sinθ2)
2
+ (l1θ̇1 + l2(θ̇1 + θ̇2) cos θ2)

2
+ λ̇3

2

= √l2
2(θ̇1 + θ̇2)

2
+ l1

2θ̇1
2
+ 2l1l2θ̇1(θ̇1 + θ̇2) cos θ2 + λ̇3

2
 

Dans ce mouvement plan λ̇3 = 0 m/s. 

La vitesse est maximale pour θ2 = 0°, on a alors : 

‖V⃗⃗ (P, 3/0)‖ = l1θ̇1 + l2(θ̇1 + θ̇2) 

Lorsque les moteurs tournent chacun à ωmax : 

Vmax = (l1 + 2l2) ωmax 

Question 4.4 : 

λ3 = d1 + d2 − zp    ⇒   λ̇3 = −żp = −Vp
z 

Question 4.5 : 

 

y⃗ 0 

 

x⃗ 1 

x⃗ 0 

y⃗ 1 

θ1 

z 0 = z 1 = z 2 

y⃗ 2 
x⃗ 2 

θ2 

θ2 = 60°

θ1 = 30°



Question 4.6 : 

xp
2 + yp

2 = (l1 cos θ1 + l2 cos(θ1 + θ2))
2 + (l1 sin θ1 + l2 sin(θ1 + θ2))

2 

= l1
2 + l2

2 + 2l1l2 cosθ1 cos(θ1 + θ2) + 2l1l2 sin θ1 sin(θ1 + θ2) 

= l1
2 + l2

2 + 2l1l2 cos(θ1 − (θ1 + θ2)) 

= l1
2 + l2

2 + 2l1l2 cosθ2 

Remarque : On peut également trouver cette relation avec Al-Kashi dans le triangle O1O2P 

⇒ θ2 = arccos
xp

2 + yp
2 − l1

2 − l2
2

2l1l2
 

Question 4.7 : 

Les bras 1 et 2 possèdent 3 plans de symétrie ; (Gi, x⃗ i, y⃗ i), (Gi, y⃗ i, z i), (Gi, z i, x⃗ i) donc : 

I(Gi, i) = (
Ai 0 0
0 Bi 0
0 0 Ci

)

(x⃗ i,x⃗ i,x⃗ i)

 

Remarque : 2 plans suffiraient pour écrire cette forme. 

Question 4.8 : 

Le mécanisme est modélisé par une chaîne ouverte, le modèle est donc isostatique h = 0. On peut donc 

déterminer toutes les inconnues de liaison. 

Question 4.9 : 

Il y a une ambiguïté sur les indices, nous allons calculer les vitesses et accélérations intéressantes. 

V⃗⃗ (G1, 1/0) = [
dO1G1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

dt
]
0

= [
d
l1
2 x⃗ 1

dt
]

0

= Ω⃗⃗ (1/0) ∧
l1
2
x⃗ 1 = θ̇1z 1 ∧

l1
2
x⃗ 1 =

l1
2
θ̇1y⃗ 1 

Г⃗ (G1, 1/0) = [
dV⃗⃗ (G1, 1/0)

dt
]
0

= [
d
l1
2 θ̇1y⃗ 1

dt
]

0

=
l1
2
θ̈1y⃗ 1 −

l1
2
θ̇1

2
x⃗ 1 

V⃗⃗ (G2, 2/0) = [
dO1G2⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  

dt
]
0

= [
d (l1x⃗ 1 +

l2
2 x⃗ 2)

dt
]

0

= l1θ̇1y⃗ 1 +
l2
2
(θ̇1 + θ̇2)y⃗ 2 

Г⃗ (G2, 2/0) = [
dV⃗⃗ (G2, 2/0)

dt
]
0

= [
d (l1θ̇1y⃗ 1 +

l2
2
(θ̇1 + θ̇2)y⃗ 2)

dt
]

0

= l1θ̈1y⃗ 1 − l1θ̇1
2
x⃗ 1 +

l2
2
(θ̈1 + θ̈2)y⃗ 2−

l2
2
(θ̇1 + θ̇2)

2
x⃗ 2 

V⃗⃗ (P, 3/0) = [
dO1P⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

dt
]
0

= [
d(l1x⃗ 1 + l2x⃗ 2 − λ3z 0)

dt
]
0

= l1θ̇1y⃗ 1 + l2(θ̇1 + θ̇2)y⃗ 2 − λ̇3z 0 

Г⃗ (P, 3/0) = [
dV⃗⃗ (P, 3/0)

dt
]
0

= [
d(l1θ̇1y⃗ 1 + l2(θ̇1 + θ̇2)y⃗ 2 − λ̇3z 0)

dt
]
0

= l1θ̈1y⃗ 1 − l1θ̇1
2
x⃗ 1 + l2(θ̈1 + θ̈2)y⃗ 2 − l2(θ̇1 + θ̇2)

2
x⃗ 2 − λ̈3z 0 

 

 



Question 4.10 : 

 

 

 

 

 

 

Hypothèses :   

- R0 est supposé Galiléen 

- Liaisons parfaites 

- Solides indéformables 

- Masse ponctuelle en P = G3 

- Géométrie des bras possédant 2 plans de symétrie orthogonaux 

On cherche τ2. 

On isole {2,3}. 

On fait le BAME : 

- F(1 → 2) =
O2
{R⃗⃗
 12 

M⃗⃗⃗ 12
  avec M⃗⃗⃗ 12. z 0 = 0 

- F(pes → 2) =
G2
{−m2g z⃗ 0

0⃗⃗ 
 

- F(pes → 3) =
G3
{−m3g z⃗ 0

0⃗⃗ 
 

- F(1 mot → 2) =
O2
{  0⃗⃗ 

τ2 z⃗ 0
 

On applique le Théorème du Moment Dynamique en O2 en projection sur z 0 : 

F(2 + 3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ → 2 + 3) = D(2 + 3/0) 

⇒ M⃗⃗⃗ (O2, 2 + 3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ → 2 + 3). z 0 = δ⃗ (O2, 2 + 3/0). z 0 

M⃗⃗⃗ (O2, 1 → 2). z 0 = 0 

M⃗⃗⃗ (O2, pes → 2). z 0 = 0 

M⃗⃗⃗ (O2, pes → 3). z 0 = 0 

M⃗⃗⃗ (O2, 1mot → 2). z 0 = τ2 

δ⃗ (O2, 2 + 3/0) = δ⃗ (O2, 2/0) + δ⃗ (O2, 3/0) 

δ⃗ (O2, 2/0). z 0 = δ⃗ (G2, 2/0). z 0 + (O2G2⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∧ m2Г⃗ (G2, 2/0)). z 0 

= [
d (I(G2, 2). Ω⃗⃗ (2/0))

dt
]

0

. z 0 + (O2G2⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∧ m2Г⃗ (G2, 2/0)). z 0 

= [
d(I(G2, 2). (θ̇1 + θ̇2)z 0)

dt
]
0

. z 0 + (
l2
2
x⃗ 2 ∧ m2 (l1θ̈1y⃗ 1 − l1θ̇1

2
x⃗ 1 +

l2
2
(θ̈1 + θ̈2)y⃗ 2 −

l2
2
(θ̇1 + θ̇2)

2
x⃗ 2)) . z 0 

0 

1 3 

Pivot (𝑂1, 𝑧 0) 

parfaite 

Pivot (𝑂2, 𝑧 0) 

parfaite 

 

2 

Glissière 𝑧 0 

parfaite 

 

Moteur 𝜏1 
Moteur 𝜏2 Moteur 𝜏3 

−𝑀1𝑔 𝑧 0 

−𝑀2𝑔 𝑧 0 

−𝑀3𝑔 𝑧 0 

y⃗ 0 

 

x⃗ 1 

x⃗ 0 

y⃗ 1 

θ1 

z 0 = z 1 = z 2 

y⃗ 2 x⃗ 2 

θ2 



avec  x⃗ 2 ∧ y⃗ 1 = sin(
π

2
− θ2) z 0 = cosθ2 z 0  et x⃗ 2 ∧ x⃗ 1 = −sin θ2 z 0 

= C2(θ̈1 + θ̈2) +m2l1
l2
2
θ̈1 cosθ2 +m2l1

l2
2
θ̇1

2
sin θ2 +m2

l2
2

4
(θ̈1 + θ̈2) 

δ⃗ (O2, 3/0). z 0 = δ⃗ (P, 3/0). z 0 + (O2P⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∧ m3Г⃗ (P, 3/0)). z 0 

Or δ⃗ (P, 3/0) = 0⃗  car m3 est une masse ponctuelle et P = G3. 

δ⃗ (O2, 3/0). z 0 = ((l2x⃗ 2 − λ3z 0) ∧ m3 (l1θ̈1y⃗ 1 − l1θ̇1
2
x⃗ 1 + l2(θ̈1 + θ̈2)y⃗ 2 − l2(θ̇1 + θ̇2)

2
x⃗ 2− λ̈3z 0)) . z 0 

= m3l1l2θ̈1 cosθ2 +m3l1l2θ̇1
2
sinθ2 +m3l2

2(θ̈1 + θ̈2) 

donc 

δ⃗ (O2, 2 + 3/0). z 0

= C2(θ̈1 + θ̈2) +m2l1
l2
2
θ̈1 cosθ2 +m2l1

l2
2
θ̇1

2
sin θ2 +m2

l2
2

4
(θ̈1 + θ̈2) +m3l1l2θ̈1 cosθ2

+m3l1l2θ̇1
2
sinθ2 +m3l2

2(θ̈1 + θ̈2) 

= (C2 +m2

l2
2

4
+ m3l2

2)(θ̈1 + θ̈2) + (m2l1
l2
2
+m3l1l2) θ̈1 cos θ2 + (m2l1

l2
2
+m3l1l2) θ̇1

2
sin θ2 

= β(θ̈1 + θ̈2) + γθ̈1 cosθ2 + γθ̇1
2
sin θ2 

Finalement 

τ2 = β(θ̈1 + θ̈2) + γθ̈1 cos θ2 + γθ̇1
2
sinθ2 

On cherche τ1. 

On isole {1,2,3}. 

On fait le BAME : 

- F(0 → 1) =
O1
{R⃗⃗
 01 

M⃗⃗⃗ 01
  avec M⃗⃗⃗ 01. z 0 = 0 

- F(pes → 2) =
G1
{−m1g z⃗ 0

0⃗⃗ 
 

- F(pes → 2) =
G2
{
−m2g z⃗ 0

0⃗⃗ 
 

- F(pes → 3) =
P
{
−m3g z⃗ 0

0⃗⃗ 
 

- F(0 mot → 1) =
O1
{  0⃗⃗ 

τ1 z⃗ 0
 

On applique le Théorème du Moment Dynamique en O1 en projection sur z 0 : 

F(1 + 2 + 3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ → 2 + 3) = D(1 + 2 + 3/0) 

⇒ M⃗⃗⃗ (O1, 1 + 2 + 3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ → 1 + 2 + 3). z 0 = δ⃗ (O1, 1 + 2 + 3/0). z 0 

M⃗⃗⃗ (O1, 0 → 1). z 0 = 0 

M⃗⃗⃗ (O1, pes → 1). z 0 = 0 

M⃗⃗⃗ (O1, pes → 2). z 0 = 0 

M⃗⃗⃗ (O1, pes → 3). z 0 = 0 

M⃗⃗⃗ (O1, 0mot → 1). z 0 = τ1 



δ⃗ (O1, 1 + 2 + 3/0) = δ⃗ (O1, 1/0) + δ⃗ (O1, 2/0) + δ⃗ (O1, 3/0) 

δ⃗ (O1, 1/0). z 0 = C1θ̈1+m1

l1
2

2
θ̈1 

 

δ⃗ (O1, 2/0). z 0 = δ⃗ (O2, 2/0). z 0 + (O1O2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∧ m2Г⃗ (G2, 2/0)). z 0 

= δ⃗ (O2, 2/0). z 0 + ((l1x⃗ 1 + d2z 0) ∧ m2 (l1θ̈1y⃗ 1 − l1θ̇1
2
x⃗ 1 +

l2
2
(θ̈1 + θ̈2)y⃗ 2 −

l2
2
(θ̇1 + θ̇2)

2
x⃗ 2)) . z 0 

avec  x⃗ 1 ∧ y⃗ 2 = sin(
π

2
+ θ2) z 0 = cosθ2 z 0  et x⃗ 1 ∧ x⃗ 2 = sin θ2 z 0 

= δ⃗ (O2, 2/0). z 0 +m2l1
2θ̈1 +m2l1

l2
2
(θ̈1 + θ̈2) cos θ2 −m2l1

l2
2
(θ̇1 + θ̇2)

2
sin θ2 

 

δ⃗ (O1, 3/0). z 0 = δ⃗ (P, 3/0). z 0 + (O1P⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∧ m3Г⃗ (P, 3/0)). z 0 

Or δ⃗ (P, 3/0) = 0⃗  car m3 est une masse ponctuelle et P = G3. 

δ⃗ (O1, 3/0). z 0 = (O1P⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∧ m3Г⃗ (P, 3/0)). z 0 

= ((l1x⃗ 1 + l2x⃗ 2 + (d2 − λ3)z 0) ∧m3 (l1θ̈1y⃗ 1 − l1θ̇1
2
x⃗ 1 + l2(θ̈1 + θ̈2)y⃗ 2 − l2(θ̇1 + θ̇2)

2
x⃗ 2 − λ̈3z 0)) . z 0 

= m3l1
2θ̈1 +m3l1l2(θ̈1 + θ̈2) cos θ2 −m3l1l2(θ̇1 + θ̇2)

2
sin θ2 +m3l1l2θ̈1 cosθ2 +m3l1l2θ̇1

2
sin θ2

+m3l2
2(θ̈1 + θ̈2) 

donc 

δ⃗ (O1, 1 + 2 + 3/0). z 0

= C1θ̈1 +m1

l1
2

2
θ̈1 + C2(θ̈1 + θ̈2) + m2l1

l2
2
θ̈1 cos θ2 +m2l1

l2
2
θ̇1

2
sinθ2

+m2

l2
2

4
(θ̈1 + θ̈2) + m2l1

2θ̈1+m2l1
l2
2
(θ̈1 + θ̈2) cosθ2 −m2l1

l2
2
(θ̇1 + θ̇2)

2
sinθ2

+m3l1
2θ̈1 +m3l1l2(θ̈1 + θ̈2) cosθ2 −m3l1l2(θ̇1 + θ̇2)

2
sinθ2 +m3l1l2θ̈1 cosθ2

+m3l1l2θ̇1
2
sinθ2 +m3l2

2(θ̈1 + θ̈2) 

 

= (C1 +m1

l1
2

2
+ m2l1

2 +m3l1
2) θ̈1 + (C2 +m2

l2
2

4
+m3l2

2)(θ̈1 + θ̈2) + (m2l1
l2
2
+m3l1l2) θ̈1 cosθ2

+ (m2l1
l2
2
+m3l1l2) θ̇1

2
sin θ2 + (m2l1

l2
2
+m3l1l2) (θ̈1 + θ̈2) cosθ2

+ (−m2l1
l2
2
− m3l1l2)(θ̇1 + θ̇2)

2
sinθ2 

= αθ̈1 + β(θ̈1 + θ̈2) + γθ̈1 cos θ2 + γθ̇1
2
sin θ2 + γ(θ̈1 + θ̈2) cosθ2 − γ(θ̇1 + θ̇2)

2
sinθ2 

= αθ̈1 + β(θ̈1 + θ̈2) + γθ̈1 cos θ2 + γ(θ̈1 + θ̈2) cosθ2 − γθ̇2
2
sin θ2 − 2γθ̇1θ̇2 sinθ2 

Finalement 

τ1 = αθ̈1 + β(θ̈1 + θ̈2) + γθ̈1 cosθ2 + γ(θ̈1 + θ̈2) cosθ2 − γθ̇2
2
sinθ2 − 2γθ̇1θ̇2 sin θ2 



Question 4.11 :  

On isole 3. 

On fait le BAME : 

- F(2 → 3) =
P
{
R⃗⃗ 23 

M⃗⃗⃗ 23
  avec R⃗⃗ 23. z 0 = 0 

- F(pes → 3) =
P
{−m3g z⃗ 0

0⃗⃗ 
 

- F(2 mot → 3) =
P
{ F3 z⃗ 0

0⃗⃗ 
 

On applique le TRD en projection selon z  : 

F3 −m3g = m3λ̈3 

On a donc finalement 

(
α + β + 2γ cosθ2 β + γ cosθ2 0
β + γcosθ2 β 0

0 0 −m3

)(

θ̈1
θ̈2
λ̈3

)+ (
−2γ sin θ θ̇2 −γsinθ θ̇2 0

γ sin θ2 θ̇1 0 0
0 0 0

)(

θ̇1
θ̇2
λ̇3

)+ (
0
0
m3g

) = (

τ1
τ2
F3
) 

Question 4.12 : 

Les deux premières lignes ne dépendent pas des variables λ̈3, λ̇3, λ3. Les effets dynamiques dans le plan horizontal 

sont donc indépendants de ceux dans la direction verticale. 

Question 4.13 : 

Pour ce modèle, on a supposé certaines hypothèses qui ne sont pas forcément vraies : 

- Liaisons parfaites 

- Solides indéformables 

- Masse ponctuelle en P 

- Géométrie des bras possédant 2 plans de symétrie orthogonaux 

Question 4.14 : 

Hypothèses : - On suppose la liaison parfaite et on néglige la résistance au roulement et les frottements. 

Cmin = ±
p

2π
F3 = ±

p

2π
(m3g +m3λ̈3

max) 

Question 4.15 : 

Si on n’avait pas une accélération nulle en début et fin de mouvement, par exemple avec 

un trapèze de vitesse, on aurait des pics de jerk et donc des chocs. Ceux-ci pourraient 

engendrer des oscillations et des vibrations de la structure avec la déformation des bras. 

Il est important de maîtriser la trajectoire pour saisir correctement des objets. 

 

 

Question 4.16 : 

θi(t) = Ait
5 + Bit

4 + Cit
3 

⇒ θ̇i(t) = 5Ait
4 + 4Bit

3 + 3Cit
2 

⇒ θ̈i(t) = 20Ait
3 + 12Bit

2 + 6Cit 



On peut donc bien avoir θ̇i(0) = 0 et θ̈i(0) = 0 si θi est un polynôme de degré ≥ 5. 

Ce sont les conditions initiales qui imposent les coefficients Ai, Bi, Ci : 

θi(tf) = θif 

θ̇i(tf) = 0 

θ̈i(tf) = 0 

On a 3 inconnues et 3 équations, on peut donc résoudre. 

Question 4.17 : 

On lit graphiquement la puissance maximale : 

- Configuration 1 : |Pi
max1| ≈ 11 W 

- Configuration 2 : |Pi
max2| ≈ 3,2 W 

Pour atteindre le point P, la configuration 2 est la plus favorable car |Pi
max2| < |Pi

max1|. En effet la puissance sera 

plus importante pour les mouvements de grande amplitude. 

Question 4.18 : 

Nous nous plaçons dans la configuration 2. 

On lit graphiquement que la pente maximale de la vitesse de rotation est : 

θ̇max ≈
60

1,5 − 0,45
≈ 0,57 °/s ≈ 0,57 °/s ≈ 0,99 rad/s ≈ 9,5 tr/min  

On cherche à dimensionner le motoréducteur, les critères sont les suivants : 

- Couple nominal > 11 Nm 

- Vitesse de rotation nominal > 9,5 tr/min  

- Prix le plus faible possible 

Dans l’Annexe 5, on choisit donc le motoréducteur TRI/0169. 

Partie 5 

Question 5.1 : 

On écrit une fermeture géométrique angulaire, le triangle ECH est isocèle en E. 

α + β +
π

2
= π ⇒ α + β =

π

2
 

On écrit une fermeture géométrique linéaire : 

SP⃗⃗⃗⃗ = SQ⃗⃗ ⃗⃗  + QD⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + DC⃗⃗⃗⃗  ⃗ + CP⃗⃗ ⃗⃗  

En projection sur y⃗ p : 

⇒ R = −l6 − l5 + l4 cosβ + d 

⇒ R = −l6 − l5 + l4 sin α + d 

Question 5.2 : 

On additionne les torseurs cinématiques des 2 liaisons sphérique et plane en série. 

V(5/objet) =V(5/6) +V(6/objet) 



V(5/objet) =
Q
{
 ωx56x⃗ p+ωy56y⃗⃗ p+ωz56z⃗ p

0⃗⃗ 
+

Q
{   ωy60y⃗⃗ p
 Vx60x⃗ p+Vz60z⃗ p

=
Q
{  ωx56x⃗ p+(ωy56+ωy60)y⃗⃗ p+ωz56z⃗ p

 Vx60x⃗ p+Vz60z⃗ p
 

La liaison équivalente est une liaison sphère plan de centre Q et de normale y⃗ p. 

Question 5.3 : 

On garde la liaison équivalente précédente dans le modèle. On ne considère pas le solide « objet ». 

Le degré de mobilité est : 

m = 1 

Il y a 1 mobilité utile du mécanisme, 0 mobilité interne. 

L’hyperstatisme du modèle plan est de : 

h = m+ Is − 3(NP − 1) = 1 + (1.2 + 6.2) − 3(6 − 1) = 1 + 14 − 15 = 0 

Le mécanisme est donc isotatique. On peut donc déterminer toutes les actions mécaniques de ce modèle. 

Question 5.4 : 

Hypothèse : on néglige l’action de la pesanteur sur 2 et sur 4. 

Les solides 2 et 4 sont des bielles. Elles sont soumises chacune à 2 glisseurs. En appliquant le PFS, on peut 

démontrer que les directions des forces sont respectivement EH⃗⃗⃗⃗  ⃗ et AB⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Question 5.5 : 

 

 

 

 

 

 

Hypothèses :   

- Liaisons parfaites sauf celle au contact avec l’objet. 

- On néglige l’action de la pesanteur. 

On isole 1.  

On fait le BAME : 

- F(p → 1) =
P
{
Fp x⃗ p

0⃗⃗ 
 

- F(0 → 1) =
H
{Y01y⃗⃗ p
N01z⃗ p

 

- F(2 → 1) =
H
{
F21 sin βx⃗ p+F21 cosβy⃗⃗ p

0⃗⃗ 
 

On applique le TRS en projection sur x⃗ p :  

Fp + F21 sin β = 0 

⇒ F21 = −
Fp

sinβ
 

0 

1 

3 

Pivot (𝐵, 𝑧 𝑝) 

parfaite 

2 

Glissière 𝑥 𝑃 

parfaite 

 
Pivot (𝐷, 𝑧 𝑝) 

parfaite 

 Pivot (𝐻, 𝑧 𝑝) 

parfaite 

 

𝐹𝑝𝑥 𝑝 

 𝑅⃗ (𝑜𝑏𝑗𝑒𝑡 → 5) 

5 

4 

Pivot (𝐶, 𝑧 𝑝) 

parfaite 

Pivot (𝐸, 𝑧 𝑝) 

parfaite 

Pivot (𝐴, 𝑧 𝑝) 

parfaite 



 

On isole {2,3}. 

On fait le BAME : 

- F(1 → 2) =
H
{
−F21 sinβx⃗ p−F21 cosβy⃗⃗ p

0⃗⃗ 
=

H
{
Fpx⃗ p+

Fp

tanβ
y⃗⃗ p

0⃗⃗ 
=

C
{
Fpx⃗ p+

Fp

tanβ
y⃗⃗ p

2l2 sin β
Fp

tanβ
z⃗ p

 

- F(0 → 3) =
C
{
X03x⃗ p+Y03y⃗⃗ p

0⃗⃗ 
 

- F(5 → 3) =
D
{
X53x⃗ p+Y53y⃗⃗ p

0⃗⃗ 
=

C
{ X53x⃗ p+Y53y⃗⃗ p
l4 cos βX53z⃗ p+l4 sin βY53z⃗ p

 

Remarque : pour déterminer les moments on utilise la méthode des bras de levier. 

On applique le TMS en C en projection sur z p :  

l4 cosβX53 + l4 sin βY53 + 2l2 sin β
Fp

tanβ
= 0 

⇒ l4X53 + l4 tanβY53 + 2l2Fp = 0 

⇒ X53 + tanβY53 = −2
l2
l4
Fp 

On isole 5. 

On fait le BAME : 

- F(3 → 5) =
D
{
−X53x⃗ p−Y53y⃗⃗ p

0⃗⃗ 
=

B
{−X53x⃗ p−Y53y⃗⃗ p

−l3Y53z⃗ p
 

- F(4 → 5) =
B
{
−F45 sinβx⃗ p+F45 cosβy⃗⃗ p

0⃗⃗ 
 

- F(objet → 5) =
S
{
FS
xx⃗ p−FS

y
y⃗⃗ p

0⃗⃗ 
=

B
{

FS
xx⃗ p−FS

y
y⃗⃗ p

−l5FS
y
z⃗ p−(l5+l6)FS

xz⃗ p
 

On applique le TRS en projection sur z p : 

{
−X53 − F45 sinβ + FS

x = 0

−Y53 + F45 cos β − FS
y
= 0

⇒

{
 
 

 
 F45 =

−X53 + FS
x

sin β

F45 =
Y53 + FS

y

cosβ

⇒ −X53 + FS
x = tanβ (Y53 + FS

y) 

⇒ X53 tanβY53 = FS
x − tanβFS

y
 

D’autre part, on avait   X53 + tanβY53 = −2
l2

l4
Fp 

Donc     −2
l2

l4
Fp = FS

x− tanβFS
y
 

⇒ Fp =
l4
2l2

(tanβ FS
y
− FS

x) 

On constate que Fp ne dépend pas de l5. L’effort presseur sera identique quel que soit la position verticale du 

point S. 

Question 5.6 : 

On lit graphiquement : 

Quand R est grand (environ > 4 cm), le terme tan β est faible. Fp dépend donc principalement de FS
x. 



Quand R est petit (environ < 4 cm), le terme tan β est grand. Fp dépend donc principalement de FS
y
. 

Pour un même effort presseur, la capacité de serrage diminue pour les objets de petit rayon. 

Question 5.7 : 

Hypothèse :  

- On se place à la limite du glissement 

- On utilise le modèle des lois de Coulomb |FS
x| = f|FS

y| 

Fp =
l4
2l2

(tanβFS
y
− FS

x) = 0 

⇒ tanβFS
y
− FS

x = 0 

⇒ tanβ =
FS
x

FS
y = f 

 A la Question 5.1 on avait calculé R = −l6 − l5 + l4 cos β + d 

⇒ Rmin = −l6 − l5 + l4 cos(arctan f) + d = −0,015 − 0,02+ 0,15 cos(arctan 2) + 0,05 ≈ 0,082m ≈ 8,2cm 

Avantage : On a des efforts plus faibles et donc une économie d’énergie 

Inconvénient : Il est plus difficile de contrôler les efforts pour des valeurs faibles. 

Question 5.8 : 

Hypothèse :  

- On se place à la limite du glissement 

- On utilise le modèle des lois de Coulomb 

Il y a 3 doigts donc chaque doigt encaisse 1/3 des efforts. 

|FS
x| = f|FS

y| =
mobjetg

3
 

Fp =
l4
2l2

(tanβFS
y
− FS

x) =
l4
2l2

(tanβ
mobjetg

3f
−
mobjetg

3
) 

Pour R < Rmin on a tanβ > 6 

Fp >
0,15

2.0,1
(6
2,5.9,8

3.2
−
2,5.9,8

3
) = 12,25N 

Il faut donc au moins exercer 12,25N par doigt si R < Rmin, soit 36,75N au total. 

Question 5.9 : 

La régulation en force permet de contrôler l’intensité de la force normale exercée sur l’objet. Si la force est trop 

faible, l’objet peut glisser. Si la force est trop forte, l’objet peut s’effriter. 

Question 5.10 : 

Hypothèse :  

- On néglige l’inductance L = 0 

- On prend une perturbation nulle PF(p) = 0 

1
Jeqp

1 +
1
Jeqp

1
p

=
p

Jeqp
2 + 1

 

 



 

La chaîne directe vaut : 

Cf

1
R
Kt

p
Jeqp

2 + 1

1 +
1
R
Kt

p
Jeqp

2 + 1
Ke

Kr
p
KveKβ = Cf

1
R
KtKrKveKβ

Jeqp
2 + 1+

1
R
KtKep

= Cf
KtKrKveKβ

RJeqp
2 + KtKep + R

= Cf
KtKrKveKβ

R + KtKep + RJeqp
2
 

FS
y
(p)

Fc(p)
=

Cf
KtKrKveKβ

R + KtKep + RJeqp
2

1 + Cf
KtKrKveKβ

R + KtKep + RJeqp2

=
CfKtKrKveKβ

R + KtKep + RJeqp
2 + CfKtKrKveKβ

=

CfKtKrKveKβ
R + CfKtKrKveKβ

1+
KtKe

R + CfKtKrKveKβ
p +

RJeq
R + CfKtKrKveKβ

p2
 

Par identification on a donc : 

 

Remarque : on pouvait aussi écrire les équations. 

Question 5.11 : 

L’écart statique est 

er∞% = 1 −
CfKtKrKveKβ

R + CfKtKrKveKβ
=

R

R + CfKtKrKveKβ
 

Pour que le critère du CdCF soit respecté, il faut donc  

⇒ Cf >

R
er∞%

− R

KtKrKveKβ
=

7,2
0,01

− 7,2

0,82.1,636.0,004.2,2
≈ 60380 

Question 5.12 : 

Pour avoir un écart statique nul, il faut que l’intégrateur soit placé en amont de la perturbation. Ici ce n’est pas 

le cas et la FTBO est de classe 0. 

Question 5.13 : 

La perturbation modifie la valeur de l’écart statique s’il n’y a pas d’intégrateur en amont de la perturbation. On 

peut le démontrer avec le théorème de la valeur finale. 

Question 5.14 : 

Le coefficient Kβ représente la loi entrée sortie entre la force du vérin et la force normale de serrage. 

Ce coefficient a une influence sur l’asservissement puisqu’il intervient dans l’écart statique. 

Le coefficient Kβ n’est pas une constante, c’est une fonction non-linéaire de β. On peut la linéariser pour étudier 

un point de fonctionnement. 

Question 5.15 : 

La force normale de serrage est lié à la force du vérin par une relation non-linéaire. 

B A 

K 



La force du vérin est proportionnelle au couple du moteur à courant continue qui lui-même est proportionnel à 

l’intensité du moteur. 

En mesurant l’intensité du moteur on peut donc en déduire la force de serrage normale. L’asservissement en 

force se fait de manière indirecte, il faut donc avoir un modèle précis. 

Question 5.16 : 

Pour limiter le glissement de l’objet, on peut augmenter la force normale de serrage. On peut également modifier 

le matériau des galets pour augmenter le coefficient de frottement. 

 

Remarque : Quand un sujet est extrêmement long comme celui-ci, nous conseillons aux candidats de faire 

intégralement certaines parties et de prendre les points faciles dans les autres. Dans les questions longues que 

l’on ne traite pas, il faut expliquer ce que l’on ferait. 

 

 


