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Ce document est rédigé comme une copie d’élève devrait l’être. 
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Question 1 : 

Il y a rsg en 𝐼𝐷 , donc 𝑉⃗ 𝑟𝑜𝑢𝑒/𝑅0(𝐼𝐷) = 0⃗
  

D’une part : 

𝑉⃗ 𝑟𝑜𝑢𝑒/𝑅0(𝐴) = 𝑉⃗
 
𝑟𝑜𝑢𝑒/𝑅0(𝐼𝐷) + 𝐴𝐼𝐷

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∧ 𝛺⃗ 𝑟𝑜𝑢𝑒/𝑅0 = −𝑟𝑧 0 ∧ (𝛽̇𝑧 0 + 𝜃̇𝐷𝑦 𝑝) = 𝑟𝜃̇𝐷𝑥 𝑝 

D’autre part : 

𝑉⃗ 𝑟𝑜𝑢𝑒/𝑅0(𝐴) = 𝑉⃗
 
𝑟𝑜𝑢𝑒/𝑐𝑎𝑑𝑟𝑒(𝐴) + 𝑉⃗ 𝑐𝑎𝑑𝑟𝑒/𝑅0(𝐴) = 𝑉⃗

 
𝑐𝑎𝑑𝑟𝑒/𝑅0(𝐴) 

 

⇒ 𝑉⃗ 𝑐𝑎𝑑𝑟𝑒/𝑅0(𝐴) = 𝑟𝜃̇𝐷𝑥 𝑝 

 
Question 2 : 

𝐼𝑐𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝑒

2
𝑥 𝑐 + 𝑎𝑦 𝑐 

Dans le triangle rectangle : 

tan 𝛽 =
−
𝑒
2
𝑎
≈ −

800

2.1440
≈ −15,525° 

Remarque : attention β est négatif sur le schéma. 

Question 3 : 

𝐼𝑐𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑉⃗ 𝑐𝑎𝑑𝑟𝑒/𝑅0 = 0 

⇒ (
𝑒

2
𝑥 𝑐 + 𝑎𝑦 𝑐) . 𝑟𝜃̇𝐷𝑥 𝑝 = 0 

⇒
𝑒

2
cos 𝛽 + 𝑎 sin 𝛽 = 0 

⇒ tan𝛽 = −
𝑒

2𝑎
 

⇒ 𝛽 = tan−
800

2.1440
≈ −15,525° 

∆𝛽 = ±10−3 ° 

𝑎𝑚𝑎𝑥 = −
𝑒

2 tan𝛽𝑚𝑖𝑛
= −

800

2 tan(−15,523)
= 1440,0 𝑚𝑚 

𝑎𝑚𝑖𝑛 = −
𝑒

2 tan 𝛽𝑚𝑎𝑥
= −

800

2 tan(−15,528)
= 1439,6 𝑚𝑚 

 
L’erreur de positionnement est donc de Δa = ±0,2 𝑚𝑚 <  ±5 𝑚𝑚, l’exigence 𝐼𝑑 = 1.1.2.1 est respectée. 
 
Question 4 : 

En supposant les conditions initiales nulles : 
𝑈(𝑝) = 𝐿𝐼(𝑝) + 𝑅𝐼(𝑝) + 𝐸(𝑝) 

𝐶𝑚(𝑝) = 𝐾𝑐𝐼(𝑝) 
𝐸(𝑝) = 𝐾𝑒𝛺𝑚(𝑝) 

𝐶𝑚(𝑝) − 𝐶𝑟(𝑝) = 𝐽𝑒𝑞𝑝𝛺𝑚(𝑝) 

 

1

𝑅 + 𝐿𝑝
 𝐾𝑐  

1

𝐽𝑒𝑞  𝑝
 

𝐾𝑒 

𝑦 𝑃 

 

𝑥 𝑃 

 

𝛽 

𝛽 

 
𝑥 𝑐 

 
𝑧 𝑐 = 𝑧 𝑑 

 

𝑦 𝑐  

 



Question 5 : 

On a 2 entrées. 

𝐻1(𝑝) =
𝛺𝑚(𝑝)

𝑈(𝑝)
|
𝐶𝑟(𝑝)=0

=

𝐾𝑐
(𝑅 + 𝐿𝑝)𝐽𝑒𝑞𝑝

1 +
𝐾𝑐𝐾𝑒

(𝑅 + 𝐿𝑝)𝐽𝑒𝑝𝑝

=
𝐾𝑐

(𝑅 + 𝐿𝑝)𝐽𝑒𝑞𝑝 + 𝐾𝑐𝐾𝑒
=

1
𝐾𝑒

1 +
𝑅𝐽𝑒𝑞
𝐾𝑐𝐾𝑒

𝑝 +
𝐿𝐽𝑒𝑞
𝐾𝑐𝐾𝑒

𝑝2
 

𝐻2(𝑝) =
𝛺𝑚(𝑝)

𝐶𝑟(𝑝)
|
𝑈(𝑝)=0

= −

1
𝐽𝑒𝑞𝑝

1 +
𝐾𝑐𝐾𝑒
𝑅 + 𝐿𝑝

1
𝐽𝑒𝑞𝑝

= −
𝑅 + 𝐿𝑝

(𝑅 + 𝐿𝑝)𝐽𝑒𝑞𝑝 + 𝐾𝑐𝐾𝑒
= −

𝑅
𝐾𝑐𝐾𝑒

(1 +
𝐿
𝑅
𝑝)

1 +
𝑅𝐽𝑒𝑞
𝐾𝑐𝐾𝑒

𝑝 +
𝐿𝐽𝑒𝑞
𝐾𝑐𝐾𝑒

𝑝2
 

On applique le théorème de superposition : 

𝛺𝑚(𝑝) = 𝐻1(𝑝)𝑈(𝑝) + 𝐻2(𝑝)𝐶𝑟(𝑝) =

1
𝐾𝑒

1 +
𝑅𝐽𝑒𝑞
𝐾𝑐𝐾𝑒

𝑝 +
𝐿𝐽𝑒𝑞
𝐾𝑐𝐾𝑒

𝑝2
𝑈(𝑝)  −

𝑅
𝐾𝑐𝐾𝑒

(1 +
𝐿
𝑅
𝑝)

1 +
𝑅𝐽𝑒𝑞
𝐾𝑐𝐾𝑒

𝑝 +
𝐿𝐽𝑒𝑞
𝐾𝑐𝐾𝑒

𝑝2
𝐶𝑟(𝑝) 

Question 6 : 

On prend 𝐶𝑟(𝑝) = 0. 

 

1

𝐾𝑒

1+
𝑅𝐽𝑒𝑞

𝐾𝑐𝐾𝑒
𝑝+

𝐿

𝐾𝑐𝐾𝑒
𝑝2
=

𝐾𝑚

(1+𝜏1𝑝)(1+𝜏2𝑝)
=

1

𝐾𝑒

𝜏1𝜏2(𝑝−(−
1

𝜏1
))(𝑝−(−

1

𝜏1
))

 

Les racines du dénominateur sont −
1

𝜏1
 et −

1

𝜏2
. 

A la calculette : 

 

Donc 

{
𝜏1 = 0,0267 𝑚𝑠
𝜏2 = 0,00233 𝑚𝑠

 𝜏1 > 𝜏2 

Question 7 : 

Hypothèse : Il y a rsg de la roue sur le sol. 

𝐾𝑅 = 𝑟𝑘1𝑘2 = 0,115
1

4

1

28,9
≈ 9,9. 10−4 m 

ɛ(𝑝) = 𝐾𝑐𝑜𝑛𝑣  𝑉𝑐(𝑝) −
𝐾𝑣𝑖𝑡
𝐾𝑟

 𝑉(𝑝) 

On veut que si 𝑉𝑐(𝑝) = 𝑉(𝑝) alors ɛ(𝑝) = 0. 

⇒ 𝐾𝑐𝑜𝑛𝑣 =
𝐾𝑣𝑖𝑡
𝐾𝑟

=
𝐾𝑣𝑖𝑡
𝑟𝑘1𝑘2

=
1,4. 10−3

0,115
1
4
1
28,9

≈ 1,407 𝑉/(𝑚/𝑠) 

 

 



Question 8 : 

 

Question 9 : 

Remarque : Il y a une coquille dans le sujet, il faut lire 𝐾𝐴 et non pas 𝐾𝑅 . 

On prend 𝐶(𝑝) = 1. 

𝑉(𝑝)

𝑉𝑐(𝑝)
=

𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝐴  
𝐾𝑚

(1 + 𝜏1𝑝)(1 + 𝜏2𝑝)

1 + 𝐾𝐴𝐾𝑣𝑖𝑡  
𝐾𝑚

(1 + 𝜏1𝑝)(1 + 𝜏2𝑝)

=
𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝐴𝐾𝑚

(1 + 𝜏1𝑝)(1 + 𝜏2𝑝) + 𝐾𝐴𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝑚

=

𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝐴𝐾𝑚
1 + 𝐾𝐴𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝑚

1 +
𝜏1 + 𝜏2

1 + 𝐾𝐴𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝑚
𝑝 +

𝜏1𝜏2
1 + 𝐾𝐴𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝑚

𝑝2
 

On identifie avec un 2nd ordre de classe 0 de la forme 
𝐾

1+
2Ϛ

𝜔0
𝑝+

1

𝜔0
2𝑝
2
 : 

{
 
 

 
 𝐾 =

𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝐴𝐾𝑚

1+𝐾𝐴𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝑚
2𝜉

𝜔0
=

𝜏1+𝜏2

1+𝐾𝐴𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝑚
1

𝜔0
2 =

𝜏1𝜏2

1+𝐾𝐴𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝑚

⇒

{
 
 

 
 𝐾 =

𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝐴𝐾𝑚

1+𝐾𝐴𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝑚

𝜉 =
1

2

𝜏1+𝜏2

1+𝐾𝐴𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝑚
√
1+𝐾𝐴𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝑚

𝜏1𝜏2

𝜔0 = √
1+𝐾𝐴𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝑚

𝜏1𝜏2

⇒ {

𝐾 ≈ 0,089
𝜉 ≈ 1,77 > 1

𝜔0 ≈ 133 𝑟𝑎𝑑. 𝑠
−1

  

On a donc un régime apériodique. 

Question 10 : 

𝜉 = 1,77 > 1, il n’y a donc pas d’oscillations. 

L’accélération proposée 𝑎𝑚𝑎𝑥 =
𝑉𝑚𝑎𝑥

𝑡5%
 est très grossière. Elle ne donne qu’un ordre de grandeur. 

Pour une réponse indicielle : 

 

 

Pour une approximation plus fine, on pourrait calculer 
𝑉(𝑝)

𝑉𝑐(𝑝)
=

K

(1+τ3p)(1+τ4p)
≈

𝐾

1+𝜏3𝑝
 puis 𝑎𝑚𝑎𝑥 =

𝑉𝑚𝑎𝑥

𝜏3
. 

 
 

+ 
- 

𝐾𝑣𝑖𝑡
𝑟𝑘1𝑘2

 𝐾𝐴 

𝐾𝑣𝑖𝑡  

𝑟𝑘1𝑘2 
𝐾𝑚

(1 + 𝜏1𝑝)(1 + 𝜏2𝑝)
 

𝑉𝑚𝑎𝑥  

𝑎𝑚𝑎𝑥  

𝑡𝑟5% 



Question 11 : 

 

Pour 𝜉 ≈ 1,77, on lit graphiquement : 

𝑡𝑟5%𝜔0 ≈ 10 ⇒ 𝑡𝑟5% ≈
10

𝜔0
≈
10

133
≈ 0,075𝑠 

L’exigence Id. 1.1.3.1 impose un temps de réponse minimal c’est-à-dire de 𝜉 = 0,69 et une l’accélération 

maximale de 𝑎𝑚𝑎𝑥 = 0,8 𝑚/𝑠
2. 

L’exigence Id. 1.1.3.1 n’est donc pas respectée. 

Pour la respecter, on peut modifier la consigne avec un trapèze de vitesse pour limiter l’accélération ou diminuer 

le gain de la FTBO en modifiant le correcteur. 

Question 12 : 

L’écart statique dû à un échelon de vitesse V0 est er∞ = V0(1 − K) ≠ 0 car K ≠ 1. 

Remarque : 𝐾 = K𝐹𝑇𝐵𝐹  

Le critère Id. 1.1.3.2.1 n’est donc pas respecté. 

Pour rendre le système précis, on peut augmenter la classe de la FTBO à 1 avec un intégrateur ou un correcteur 
proportionnel intégrale pour ne pas dégrader la stabilité. 

Question 13 : 

Remarque : Il y a une coquille dans le sujet, il faut lire 𝐾𝐴 et non pas 𝐾𝑅 . 

On prend 𝐶(𝑝) = 𝐾𝑝
1+𝑇𝑖𝑝

𝑇𝑖𝑝
. 

 

On transforme le schéma-bloc de la question 8 en retour unitaire. 

𝐻𝐵𝑂(𝑝) =
𝑉(𝑝)

𝑉𝑐(𝑝)
=
𝐾𝑣𝑖𝑡
𝑟𝑘1𝑘2

𝐾𝑝
1 + 𝑇𝑖𝑝

𝑇𝑖𝑝
𝐾𝐴

𝐾𝑚
(1 + 𝜏1𝑝)(1 + 𝜏2𝑝)

𝑟𝑘1𝑘2 =

𝐾𝑝𝐾𝐴𝐾𝑚𝐾𝑣𝑖𝑡
𝑇𝑖

(1 + 𝑇𝑖𝑝)

𝑝(1 + 𝜏1𝑝)(1 + 𝜏2𝑝)
 

On a bien la forme demandée avec 𝐾𝐵𝑂 =
𝐾𝑣𝑖𝑡𝐾𝑝𝐾𝐴𝐾𝑚

𝑇𝑖
. 

+ 
- 

𝐾𝑣𝑖𝑡
𝑟𝑘1𝑘2

 𝐾𝐴 

𝐾𝑣𝑖𝑡  

𝑟𝑘1𝑘2 
𝐾𝑚

(1 + 𝜏1𝑝)(1 + 𝜏2𝑝)
 



Question 14 : 

On fait une compensation de pôle dominant. 

On avait : 

{
𝜏1 ≈ 0,027 𝑚𝑠
𝜏2 ≈ 0,0023 𝑚𝑠

 𝜏1 > 𝜏2 

Le mode le plus lent, c’est-à-dire le pôle dominant, correspond à la constante de temps la plus grande. 

On prend 𝑇𝑖 = 𝜏1. 

𝐻𝐵𝑂(𝑝) =
𝐾𝑝𝐾𝐴𝐾𝑚𝐾𝑣𝑖𝑡

𝜏1

1

𝑝(1 + 𝜏2𝑝)
 

Question 15 : 

Remarque : 𝐾𝐵𝑂 =
𝐾𝑝𝐾𝐴𝐾𝑚𝐾𝑣𝑖𝑡

𝜏1
≈

7,9.8,85.1,4.10−3

0,027
𝐾𝑝 ≈ 3,7𝐾𝑝 et non 𝐾𝐵𝑂 ≈ 37𝐾𝑝 comme le propose le sujet. 

Mais nous allons garder cette dernière valeur. 
 
On prend 𝐾𝑝 = 1 et 𝐾𝐵𝑂 ≈ 37𝐾𝑝. 

La classe de la FTBO est de 1, le système sera donc précis pour une entrée échelon. L’exigence Id. 1.1.3.2.1 est 
donc respectée. 
 

𝐻𝐵𝑂(𝑝) =
37

𝑝(1 + 0,0023𝑝)
=        

37

𝑝
   

1

1 + 0,0023𝑝
 

 

𝜔1 = 37 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

𝜔𝑐2 =
1

0,0023
≈ 435 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

 

 
 

−20𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 

−40𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 

37 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

 

435 𝑟𝑎𝑑/𝑠 



Sur le système non corrigé on a environ : 
𝑀𝜑 ≈ 88° 

On veut : 
𝑀𝜑 = 𝜑(𝜔0𝑑𝐵) + 180° = 45° 

⇒ 𝜑(𝜔0𝑑𝑏) = −135° 

Remarque : et on a 𝑀𝐺 = +∞. 

On lit graphiquement : 

𝐺𝑑𝐵(𝜔−180°) ≈ −23dB 

On veut donc : 

20 𝑙𝑜𝑔 𝐾𝑝 ≈ 23𝑑𝐵 

⇒ 𝐾𝑝 ≈ 10
23
20 ≈ 14 

Une large bande passante caractérise un système rapide. 

 𝐾𝑝 ≈ 1 𝐾𝑝 ≈ 14 

Stabilité 𝑀𝜑 ≈ 88° 𝑀𝜑 ≈ 45° 

Rapidité 𝐵𝑃 = [0,37] rad/s 𝐵𝑃 = [0,435] rad/s 

 

Pour respecter l’exigence Id. 1.1.3.3.1 tout en étant le plus rapide possible il faut garder la plus grande valeur de 

𝐾𝑝 soit 𝐾𝑝 ≈ 14. 

Question 16 : 

 

 

 𝐾𝑝 = 0,1 𝐾𝑝 = 0,2 𝐾𝑝 = 0,3 

Stabilité Stable Stable Stable 

𝐾𝑝 < 14 ⇒ 𝑀𝜑 > 45° 𝐾𝑝 < 14 ⇒ 𝑀𝜑 > 45° 𝐾𝑝 < 14 ⇒ 𝑀𝜑 > 45° 

Rapidité 
𝑎𝑚𝑎𝑥 ≈

0,3

0,3
≈ 1 𝑚/𝑠2 𝑎𝑚𝑎𝑥 ≈

0,3

0,175
≈ 1,7 𝑚/𝑠2 𝑎𝑚𝑎𝑥 ≈

0,3

0,1
≈ 3 𝑚/𝑠2 

𝑡𝑟5% = 0,8 𝑠 
 

𝑡𝑟5% = 0,4 𝑠 
 

𝑡𝑟5% = 0,25 𝑠 
 

 
Aucune des 3 valeurs de 𝐾𝑝 ne convient car on a toujours 𝑎𝑚𝑎𝑥 > 0,8 𝑚/𝑠

2. Il faudrait encore augmenter 𝐾𝑝. 

 

 

0,95.0,3 = 0,285 𝑚/𝑠 



Question 17 : 

 Courbe expérimentale Courbe simulée 

Stabilité Stable 
La courbe réelle est légèrement bruitée. 

Stable 

𝐾𝑝 < 14 ⇒ 𝑀𝜑 > 45° 𝐾𝑝 < 14 ⇒ 𝑀𝜑 > 45° 

Rapidité 
𝑎𝑚𝑎𝑥 ≈

0,3

0,2
≈ 1,5 𝑚/𝑠2 𝑎𝑚𝑎𝑥 ≈

0,3

0,125
≈ 2,5 𝑚/𝑠2 

𝑡5% ≈ 0,5 𝑠 𝑡5% ≈ 0,4 𝑠 
On n’a pas modélisé le couple résistant. 

Précision 𝑒𝑟∞ =  0 𝑚/𝑠 𝑒𝑟∞ =  0 𝑚/𝑠 

 

 

Question 18 : 

def position_odometrie(delta_d,delta_g,p0): 

    angle=p0[2]+(delta_d-delta_g)*r/(2*e) 

    milieu=r*(delta_g+delta_p)/2 

    return 

np.array([p0[0]+milieu*cos(angle),p0[1]+milieu*sin(angle),angle]) 

 

 



Question 19 : 

def calcul_sigma_2(mat_sigmap,mat_jacob): 

    return np.dot(np.dot(mat_jacob,mat_sigmap),np.transpose(mat_jacob))   

Question 20 : 

D’après la figure 9, on a : 

{
𝑥𝑖 = 𝑥 + 𝑟𝑖 cos (𝜃 −

𝜋

2
+ 𝜑𝑖)

𝑦𝑖 = 𝑦 + 𝑟𝑖 sin (𝜃 −
𝜋

2
+ 𝜑𝑖)

 

⇒ 𝑟𝑖 = √(𝑥𝑖 − 𝑥)
2 + (𝑦𝑖 − 𝑦)

2 

𝜑𝑖 =
𝜋

2
− 𝜃 + atan (

𝑦𝑖−𝑦

𝑥𝑖−𝑦
) si 𝑥𝑖 ≠ 𝑥 

𝜑𝑖 = 𝜋 − 𝜃  si 𝑥𝑖 = 𝑥 et si 𝑦𝑖 > 𝑦) 

𝜑𝑖 = −𝜃  si 𝑥𝑖 = 𝑥 et 𝑦𝑖 < 𝑦 

Hypothèse : On suppose qu’il n’y a jamais 𝑥𝑖 = 𝑥 et 𝑦𝑖 = 𝑦 en même temps. 

def global_local(xi,yi,p1): 

    ri=sqrt((xi-p1[0])**2+(yi-p1[1])**2) 

    theta=p1[2] 

    if p1[0]==xi: #x=xi  

        if yi>p1[1]:  

            phii=pi-theta 

        else: 

            phii=-theta 

    else: #y différent de yi 

       phii=pi/2-theta+atan((yi-p1[1])/(xi-p1[0])) 

    return ri,phii 

Question 21 : 

def prediction(p1,cible_map): 

    n=cible_map.shape[0]   #nombre de ligne de cible_map (12 dans le sujet) 

    zpred=np.zeros((n,2)) #pour créer un tableau, valeurs initiales sans 

signification 

    for i in range(n): 

        zpred[i,:]=global_local(cible_map[i,0],cible_map[i,1],p1) 

    return zpred 

Question 22 : 

𝑑𝑖𝑗 = ‖𝐶𝑖𝐶𝑗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = √𝐶𝑖𝐶𝑗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
2
= √(𝑃𝐶𝑗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑃𝐶𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )

2
= √𝑟𝑗

2 + 𝑟𝑖
2 − 2. 𝑟𝑖 . 𝑟𝑗 . cos(𝜑𝑗 − 𝜑𝑖) 

Question 23 : 

def comparaisonQ23(zj,zpred): 

    n=zpred.shape[0] 

    # chercher le min des distances ou des carrés revient au même 

    mini=zj[0]**2+zpred[0,0]**2-2*zpred[0,0]*zj[0]*cos(zpred[0,1]-zj[1]) 

    proche=0 

    for i in range(1,n): 

        distance=zj[0]**2+zpred[i,0]**2-2*zpred[i,0]*zj[0]*cos(zpred[i,1]-

zj[1]) 

        if distance<mini: 

            mini=distance 

            proche=i 

    return zpred[proche,:]  



Question 24 : 

def comparaisonQ24(zj,zpred): 

    n=zpred.shape[0] 

    # chercher le min des distances ou des carrés revient au même 

    mini=zj[0]**2+zpred[0,0]**2-2*zpred[0,0]*zj[0]*cos(zpred[0,1]-zj[1]) 

    proche=0 

    for i in range(1,n): 

        distance=zj[0]**2+zpred[i,0]**2-2*zpred[i,0]*zj[0]*cos(zpred[i,1]-

zj[1]) 

        if distance<mini: 

            mini=distance 

            proche=i 

    if mini<=dmax**2: #d est en fait un carré 

        return np.array(zj[0]-zpred[proche,0],zj[1]-zpred[proche,1]) 

Question 25 : 

0 est supposé galiléen 

 

 

 

 

 

Hypothèse : problème plan  (O, x⃗ , z ). 

On isole Σ. 

On fait le bilan des actions mécaniques extérieures (BAME) : 

Remarque : Il y a une erreur dans l’énoncée, si on isole Σ, l’action de freinage n’est pas extérieure. 

T =0→1 𝐼1
{
−𝑋0→1𝑥 + 𝑍0→1𝑧 

0⃗  
 

T =0→2 𝐼2
{
𝑍0→2𝑧 

0⃗  
 

T =𝑝𝑒𝑠→3 𝐺
{
−𝑚𝛴𝑔𝑧 

0⃗  
 

Remarque : cette notation de torseur n’a pas de sens, normalement il faudrait noter 𝑀⃗⃗ 𝑡𝑒𝑟→3. Mais nous utilisons 

les notations de l’énoncée. 

On applique le théorème de la résultante dynamique (TRD) en projection sur 𝑥 . 

−𝑚Σ𝛾 = −𝑋0→1 ⇒ 𝑚Σ𝛾 = 𝑋0→1 

Question 26 : 

On isole la roue 1. 

On fait le BAME : 

T =0→1 𝐼1
{
−𝑋0→1𝑥 + 𝑍0→1𝑧 

0⃗  
=
𝐴
{
−𝑋0→1𝑥 + 𝑍0→1𝑧 

𝑟𝑋01𝑦 
 

T =3→1 𝐴
{
𝑋3→1𝑥 + 𝑌3→1𝑦 + 𝑍3→1𝑧 

𝐿3→1𝑥 + 𝑁3→1𝑧  
 

T =𝑓𝑟𝑒𝑖𝑛
3→1 𝐴

{
0⃗ 

−𝐶𝑓𝑦 
 

Pivot d’axe 

(𝐴, 𝑦 ) 

 

0 

Pesanteur 

1 2 

3 
Couple 

frein Pivot d’axe 

(? , 𝑦 ) 

 

Cylindre plan 

non parfaite 

d’axe (𝐼1 , 𝑦 ) et 

de direction 𝑧  

 

Cylindre plan 

non parfaite 

d’axe (𝐼2, 𝑦 ) et 

de direction 𝑧  

 



On applique le théorème du moment dynamique (TMD) en A en projection sur 𝑦 . 

𝛿1/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = {
𝑚1Γ1/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝐴)

𝛿1/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝐴)
= {

𝑚1Γ1/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝐴)

𝐽𝜃̈𝑦 
 

𝐽𝜃̈ = −𝐶𝑓 + 𝑟𝑋01 

⇒ −𝐽
𝛾

𝑟
= −𝐶𝑓 + 𝑟𝑚Σ𝛾 

⇒ 𝐶𝑓 = (
𝐽

𝑟
+ 𝑟𝑚Σ) 𝛾 

Question 27 : 

Hypothèse : 

𝐽 < 𝑚Σ𝑟
2 

⇒
𝐽

𝑟
< 𝑟𝑚Σ 

On a donc : 

𝐶𝑓 = 𝑟𝑚Σ𝛾 

Question 28 : 

Hypothèse : on néglige les moments d’inertie des roues, ainsi Σ/0 est une translation.  

𝛿 Σ/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝐼2) = 𝛿 Σ/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝐺)⏟    
0⃗⃗ 

+ 𝐼2𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑚ΣΓΣ/0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝐺) = ((𝑥𝑔 − 𝑙)𝑥 + 𝑧𝑔𝑧 ) ∧ −𝑚Σ𝛾𝑥 = −𝑧𝑔𝑚Σ𝛾𝑦  

Question 29 : 

On isole Σ. 

On fait le BAME. 

T =0→1 𝐼1
{
−𝑋0→1𝑥 + 𝑍0→1𝑧 

0⃗  
=
𝐼2
{
−𝑋0→1𝑥 + 𝑍0→1𝑧 

𝑙𝑍0→1𝑦 
 

T =0→2 𝐼2
{
𝑍0→2𝑧 

0⃗  
 

T =𝑝𝑒𝑠→3 𝐺
{
−𝑚𝛴𝑔𝑧 

0⃗  
=
𝐼2
{

−𝑚𝛴𝑔𝑧 

−(𝑙 − 𝑥𝑔)𝑚𝛴𝑔𝑦 
 

On applique le TMD en 𝐼2 en projection sur 𝑦  : 

−𝑧𝑔𝑚Σ𝛾 = −(𝑙 − 𝑥𝑔)𝑚Σ𝑔 + 0 + 𝑙𝑍0→1 

⇒ 𝑍0→1 =
−𝑧𝑔𝑚Σ𝛾 + (𝑙 − 𝑥𝑔)𝑚Σ𝑔

𝑙
 

Hypothèse : On se place à la limite du basculement. 

𝑍0→1 = 0 

⇒ 𝛾𝑁𝐵,1 =
(𝑙 − 𝑥𝑔)𝑔

𝑧𝑔
=
(1 − 0,45)9,81

0,95
≈ 5,68 𝑚/𝑠2 

Question 30 : 

Hypothèse : On se place à la limite du glissement, en 𝐼1. On utilise le modèle des lois de Coulomb. 

|𝑋0→1| = 𝜇|𝑍0→1| 



⇒ 𝑚𝛴𝛾𝑁𝐺,1 = 𝜇 (
−𝑧𝑔𝑚𝛴𝛾𝑁𝐺,1 + (𝑙 − 𝑥𝑔)𝑚𝛴𝑔

𝑙
) 

⇒ 𝑙𝛾𝑁𝐺,1 − 𝜇𝑧𝑔𝛾𝑁𝐺,1 = 𝜇(𝑙 − 𝑥𝑔)𝑔 

⇒ 𝛾𝑁𝐺,1 =
𝜇(𝑙 − 𝑥𝑔)

𝑙 − 𝜇𝑧𝑔
=
0,5(1 − 0,45)

1 − 0,5.0,95
= 5,13 𝑚/𝑠2 

Question 31 : 

On ne veut pas avoir de basculement et de glissement dans les 2 sens. Il faut prendre les valeurs les plus faible 
dans chaque scénario de décélération : 

𝑎𝑚𝑎𝑥 1 = 5,13 𝑚/𝑠
2 

𝑎𝑚𝑎𝑥 2 = 4,5 𝑚/𝑠
2 

 
 
 
 


