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Les deux parties de I'épreuve sont indépendantes et elles-m™me composées de parties largement

indépendantes; on les traitera dans I'ordre de son choix. Il n'est pas demandé de démontrer les
relations données dans I'énoncé.
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1 Partie | : Propagation dans les milieux non homogénes

Préambule  Cette partie concerne la propagation d’ondes électromagnétiques lumineuses dans des
milieux non fhargfzs d’indicen = n (x Y, z) non upiforme spatialement. On admettra dans ce cas la

relation div n2E =0= n2d|v E + E . grad n2 ; cette relation montre que, en raison du terme dit

de dispersion spatiale(en bleu) div E n'est pas, en général nul. En régime harmonique de pulsation
& la dependance temporelle du champ electrlquE est enexp (- ieet). L’équation de propagation
du champ E d'une onde électromagnétique monochromatique prend alors I'une ou l'autre des formes
équivalentes (les termes de dispersion spatiale sont sur I'accolade, en bleu)
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Une pratique courante est cependant de poser que I'équation de propagation de se déduit en
force brute de I'équation de propagation dans un milieu homogéne - équation de Helmholtz -, en'y

remplacant l'indice constant par l'indice variable n(x,y, z) et en ignorant les termes de dispersion
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spatiale. On établit alors I'équation de propagation, déenissantky = < = T
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ou c est la célérité de I'onde. On peut se demander si cette maniére de faire est Iégitime. Tel n'est
pas toujours le cas. Les deux cas traités ci-aprés sont cependant des exemples de réponse positive
cette question.



1.1 Fibre optique a proel parabolique d’indice et oscillateur quantique

Une onde électromagnétique monochromatique se propage dans une <bre optique modélisée par
un cylindre de rayon R, illimité dans la direction z et a l'intérieur duquel le proel radial d’indice est
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Ci-dessus,a est une longueur qui déenit la largeur du proel d’indice selon une section droite du
cylindre; cet indice varie donc peu sur une distance de I'ordre quelques longueurs d’'onde : 'inéigél
de la relation (4) signiee en e et Rayon du cylindre” U! (un nombre de l'ordre de 10 - 20)x
échelle de variation spatiale de l'indice Dans la suite, on ne se préoccupera pas de conditions aux
limites et I'on se restreindra a la forme suivante du champE ol la constante de propagationU est
réelle et strictement positive ety est le vecteur unitaire selon la directiony du repére de référence :
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On néglige provisoirement le terme de dispersion spatiale et I'on accepte I'équation de propagation
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1. Etablir 'équation (scalaire) de propagation de E (x,y) ; posant gp = noko puis U=
3 4 L
exprimer cette équation en termes des variables réduitegY, § = % (X, ¥).

L'équation de propagation du champ ressemble a I'équation de Schrddinger stationnaire d’un
oscillateur harmonique 2D, de massem et d’énergie propreEy
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On admet queEyn = (N +1) ~a ou N T N. L’énergie de :Ig’état ge plussbasse énergie e6st ainsi
_ , mae 3 me! ,
Eo = ~ae; il lui correspond la fonction d’onde normaliséeag = o exp - > Xc+y
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2. Vérieer la dimension de —— puis exprimer I'’équation (7) en termes des variables réduites
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3. On impose a la solution de I'équation (6) la condition 8E &2 dx dy = V2 ouV estun
R2
réel positif, dont on donnera I'unité. Quel est le sens physique de cette normalisation ?
PN

4. Quelles sont les valeurs possibles dd = %"

a, introduit a la question 1 ? Montrer que le
mode fondamental de propagation est gaussien, avdd= Unin = 2.

5. Montrer que, pour une valeur donnée deU, seuls les modes de pulsation supérieure a une
certaine pulsation critique a pourront se propager. Quelle valeur deJ peut-on choisir pour la
longueur d’ondeU; =0,6x 10 ®m, lorsqueng=3 eta=5x 10°%m ¢c=3x 1Em.-s ! ?



6. On considére les modes d’ordre peu élevé(de I'ordre de quelques unités) et une longueur

10.

N . &
d’'onde de l'ordre de0,6x 10 ® m. Par déenitions, la vitesse de phase de I'onde est; = U et
la vitesse de groupevg = ? Montrer que v; > ni et que vg ne dépend pas del.

0

A-t-il été-il légitime de négliger dans I'équation de propagation le terme de dispersion spatiale
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grad E - grad In"n? devant le terme de dispersion temporellen2 2 E ? On pourra utiliser les
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coordonnées cylindriques et la relationgrad f = ar F&x 57 —2Z, Y =rsinx+ xcosx .

1.2 Mode TE dans un milieu stratieé

Dans un milieu strati*¢ l'indice optique n varie selon une direction notéez, portant le vecteur
unitaire z. On note (xz) le plan de propagation (voir Figure 1) et I'on convient que les diverses
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Figure 1 — Propagation dans un milieu stratie€¢, ou I'indice varie selon la direction z.

grandeurs associées a l'onde, représentées de maniére complexe, ne dépendent pgs gar
suite de I'homogénéité de I'espace selax, elles varient commeexp (iUx), ou U est la constante
de propagation réelle et strictement positive. Pour le reste, nous reprenons les considérations et
les notations du préambule.

Dans le mode Transverse Electrique (TE)E est dirigé selony ; ses composantes sont notées

Ex=E,=0, Ey = E(2)expl[i (Ux- @] (8)
de sorte que I'équation de propagation (3) se raméne a I'équation scalaire, déenissak}

s - = — — 4
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On introduit alors, formellement, d’'une part le vecteur d’'onde loca) P(z) = [U,0,k; (2)], avec
2b
kz (2)

Y
Montrer que, dans un mode TE,B est entierement contenu dans le plan de propagatiorixz).

k2(z) = nzacez2 = P + k2 (z2), d’autre part la longueur d’onde locale, U(z) =

La relation E (z) = A (z)exp[ikoS (z)] exprime l'inconnue E en termes du couple, non unique,
des fonctions réellesA et S. Que devient I'équation (9), en termes du couple(A,S)? On
ordonnera le résultat selon les puissances décroissantes kig Ce sera I'équation [B].

Estimer la valeur de kg dans le domaine optique. Dans quel sens peut-on dire quekg est
grand » ? Une maniére approchée de résoudre [B] est de supposer que aucun des coe cients de
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ko n'est exceptionnellement grand et d’en annuler séparément chaque terme, a commencer par
le terme de plus haut degré erky. Quelle équation obtient-on ? Donner alors la relation entre

n(z) et SE ce dernier étant choisi positif.

11. Comment se simplisent les résultats ci-dessus lorsqua est constant ? Vérieer que I'on retrouve
les résultats habituels.

L’'approximation de I'optique géométrique étudiée ici, pose que le coupléA, S) e ectif est celui ou

les variations deA sont petites & I'échelle dely = o et négligeables devant celles d§.
0

12. Montrer alors que, dans un voisinage de quelquelsy autour d’un point P (Xp, Zp) ou l'indice
estn (Xp, Zp) = Np, C'est-a-dire pourx = x,+ & etz = z, + YavecY de l'ordre de Uy, I'onde est
localement plane et progressive : toute composant® d'un vecteur du champ s’exprime sous la
forme X (x,z,t) A Xo(Xp, Zp)exp[i (konpY+ Ua- ae?].

¥ £ N
13. Préciser le lien entre les vecteurE , B et R de composanteqU,0, konp].

1.3 L’approximation semi classique en mécanique quantique ; une analogie

Les fonctions d’ondea des états stationnaires d’'une particule de massen et d'énergieE dans le
« potentiel » unidimensionnel U (x) sont solutions de I'équation de Schrédinger
~2 d%3
- ——— + U(X)a(x) = Ea(x). 10
s g2 T UM = EA(X) (10)
Dans les régions ditesquasi classiquesU(x) ® E ; I'impulsion classique de la particule étant
p?(x) =2mI[E - U(x)], on déenif, par anglogie avec la relation de de Broglie, lalongueur d’onde

—— ~= — etl'équation (10 ) se réécrit

locale par U(x) = ) = K0 6

‘ﬁ+ k?(x)& (x)=0. (11)

L’'optique géométrique se déduit de I'optique ondulatoire en considérant la limiteU% 0; de la
m”me maniere, lerégime quantique semi-classiquest la golution limite de (10),orsque, par la pensee,

s - o N ~. - L
on considere la limite~% 0. On pose alorsa (x) =exp — ao(X)+ i—al (x) ,ouapeta;l R.
14. L’approximation d’ordre zéro consiste a ne garder que dans I'expression dea ; déterminer
la solution de I'équatign (10) a I'ordre 0. Veérieer que, si p est constant (p = pp > 0), alors
. + . X . o
a(xX)l exp + 2|I:>poT (on ne se préoccupera pas de normalisation).

15. Etablir que, C; et C. étant des constantes complexes dont on ne se préoccupera pas, la solution
d’'ordre 1 est

c 5.0, 6 c 5 .U, 6
a(x)= 8——_exp - p(u)du + 83——exp - — p(u)du (12)
P ()] - P ()] -
16. Il ressort de (12) que|a (x)|21 Ip(lX)I Ce résultat est-il cohérent avec ce que, intuitivement,

I'on peut dire de I'occupation de I'espace par l'oscillateur harmonique classique 1D ?



2 Partie |l : Simulateur de conduite de véhicule a deux roues

Introduction aux simulateurs de conduite Les simulateurs de conduite & base mobile pour
véhicules a deux rouedournissent des indices de mouvement en cohérence avec les mouvements
réels du véhicule. lls sont souvent constitués d’'un bati exe et d'une partie mobile comprenant le
chassis de la moto et des chaines cinématiques mues par des actionneurs. Leur but est déitres

les mouvements transitoires, d’incliner la plateforme pour les mouvements lents et, lorsque la vitesse
du véhicule virtuel est constante, de retourner a une position calibrée, ditgposition neutre. Les
limitations de ces dispositifs sont partiellement compensées au moyen d’algorithmes qui réalisent
des compromis entre «délité de restitution du mouvement et limites physiques de la plateforme. La
plateforme & structure paralléleétudiée ici est représentée dans les Figures 2, 3 et 4

Z
Vertical

Axe de
Tangage

ey

¢
Lacet w Axe (.ie’ _
Roulis
Tangage 6

Longitudinal Roulis ¢ [
< Latéral

Y p1,2

Axe de Lacet ‘\:) 4

Figure 2 — Moto et plate forme. La rotation d’angle a autour de Z, dite de lacet, détermine la
trajectoire ; la rotation d’angle 1 autour de X, dite de roulis, déenit I'inclinaison de la caisse lors
d’'un virage; la rotation d’'angle x autour de Y (xnax =~ 10°) décrit le tangage rencontré notamment
dans les phases d'accélération et de freinage. Le tripld€i, x,a ) est un exemple dangles d’Euler.
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Figure 3 — Arriére de la plate forme : pour avoir une hauteur réglable, le chassis de la moto est lié
a la glissiére via une barre métallique rigide et une liaison rotule exée a cette derniére. La translation
de la glissiére crée le mouvement de lacet et reproduit I'e et d'un dérapage de la roue arriére.

Une glissiére de type chariot mobile est exée a I'arriére, sur la structure verticale du bati (Figure 3).

1. La plupart des sgures de cette partie est reproduite ou adaptée du mémoire doctoral de M. Lamri Nehaoua, avec
son aimable autorisation.



La Fig. 4 montre comment on impose un déplacement symétrique des deux pivots mobiles liant
les deux vérins au bati (pointsB1 et B, de la Fig. 5). Les notations étant celles de la Fig. 5, les
Vérins

Support du avant
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Liaisons
rotules

Liaison pivot
glissante

Vérins a vis
écrou

Moteurs

Rainure

Liaisons Fixation
glissantes au bati Rail

Figure 4 — A gauche : vérins de tangage et de roulis. A droite : exation et liaisons.
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Figure 5 — Description cinématique. Les pointsP;, P, et P3 sont respectivement les points d’attaches
supérieurs des deux vérins avant et de la glissiere arriere (non représentée dans la Figure) avec la
plateforme. Les pointsB;, B, et B3 sont les points d'attaches correspondants avec le bati.

distancesO,P; = Oy, P, = Ui sont constantes, alors queB;0 = B,O = d(t), ou d(t), représenté a
gauche dans la Fig. 5, est variable ; par exemple, le cartouche en haut a droite de cette sgure montre
que, pour un roulis pur d'anglei , d = Ucosi . Le déplacement des points B permet de conserver
approximativement le parallélisme des deux vérins. Les angle et x sont indépendants; par contraste,
I'angle de laceta génére un tangage et un roulis résiduels, car la plateforme ne posséde pas d’'axe de
rotation propre autour d’'un axe porté par R. Pour des raisons de codt, les déplacements longitudinal
et latéral sont ignorés, seule la grandeur articulaire verticalehs (t) est variable.

Déenitions et modéle Outre les mouvements de translation selon trois axes orthogonaux, le
véhicule est soumis aux trois rotations décrites Figure 2. Urespace articulaire est un espace qui
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a pour référence le repére lié a chaque articulation motorisée. Les coordonnées associées sont les
coordonnées articulaires L’espaceopérationnel a pour référence le repere lié a I'organe terminal de la
plateforme. Nous nous intéresserons successivement aux

— modéle géométrique, reliant les coordonnées articulaires et opérationnelles,

— modéle cinématique, reliant les vitesses articulaires et opérationnelles

— et a une esquisse de description de la commande de la plate forme.

La géométrie inversedéenit les coordonnées articulaires des di érents actionneurs en fonction
des coordonnées et de l'orientation de la plateforme. On introduit pour ce but un repér&(o,t%o,ﬂ)
lié au bati et un repére mobiIeRm(Om,Bﬁp,Sn,Rm) lié a la motode la manigre suivante (Figure 6) :

— La rotation de lacet (&) autour de R donne le repéreR; O,P@IS, R a2vecP1 = R.

— La rotation de tangage (x) autour de [% donne le repéreRz1 0,1%0 5, R> ,éalvecls = K.
— La rotation de roulis (i ) autour de [$odonne le repéreR n, Om,%p,ﬁq,hm , avec|¥e = [5o

Figure 6 — Repéres pour lacet, tangage et roulis. Les axes de rotation sont représentés en rouge. Les
rotations font passer des « vecteurs noirs » aux « vecteurs bleus ».

Dans le repére mobileR ,, les coordonnées des divers points P sont déenies par

OnPL =8, = [0 G0
3 OnPy = - 8, = [0 - u0f
OmP3 = - (8%m - h3(t) km [- O - hg]"
La matrice de rotation désnissant I'orientation du repere mobile Rm par rapport au repere «xe R
est notéeR = (rj ). L'axe de roulis est dans le plan de symétrie vertical de la moto et le déplacement

de O, selon l'axef$est nul (ym = 0). La partie supérieure mobile du simulateur est repérée dan®
par les coordonnées cartésienngXn,, Ym,Zm) de Oy, dansR et les angles d’Euler(i, x, a )1 2

Dans toute la suite, le triplet des composantes du vecteu® dans le repéreRp sera noté X

b
- L % % % . . .
ainsi, la relation intrinseque OP3 = OOy, + OP3 entraine-t-elle la relation algébrique entre les

coordonnées cartésiennes de l'origin®,, et les angles d’orientation de la plate forme mobile (dans
ce cas particulier,ym =0) :

., 2 1, 2 1,, 2
OP = OOp R + R OnP3 oo (13)
Q R Q R Q R Y
- L Xm - U }F Xm = -L+rul+rishs
soita 33 g = Ym 8 +RS O 8 de sorte que [z = - rolg- roshs
h Zm - hs Zn = h+r3ls+ rashs.

Les variables articulairesxm, Ym, Zm €t 33 ainsi déterminées, reste a trouver les variables articulaires
des deux vérins avant, notées respectivemerid; et 3, qui de-nlssent Ia longueur de chaque vérin en
fonction de I'orientation de la partie supérieure mobile : [ = B Pi - B Pi.
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2.1 Modéle géométrique et cinématique inverses de la plateforme du simulateur

17. On se propose de déterminer la course de chacun des trois vérins, permettant de respecter les
caractéristiques géométriques de chaque degré de liberté, telles que données dans le tableau
ci-aprés (ledébattementest le double de la valeur maximale).

Degré de liberté Lacet & | Tangagex | Roulis i
Valeur maximale (degrés) ) 10 10 72
Vitesse angulaire maximale degrés- s ! 90 30 360
Pour ce but, on adopte les valeurs numériquet = I, =1,2m,1=d=0,2m,I3=1,1m,

h=0,5m et hs=0,4 m. En s’appuyant sur des schémas et en utilisant la courbe de la Fig. 7,
déterminer la course de chacun des trois vérins, d’abord dans le cas du roulis, ensuite dans le
cas du lacet. Vériser enen que les valeurs trouvées sont compatibles avec la valeur maximale
de I'angle de tangage.

Figure 7 — Sinusoide.

1, 2 L, 2 1, 2 1 2
18. Exprimer B;P; . (@i =1,2)1en fogction de B;O 5 OOn iy OnmPij e et R. Considérant

m

3, .
gue la composante sury des B;P; . est nulle, montrer qued = ryoU. Introduisant les vecteurs
¥

L BiP; . . . ..
unitaires U; = # montrer que la vitesse articulaire des vérins avant est

4 = 3/éilF’i Ui (14)

La cinématique inverse qui consiste a déterminer les positions et rotations d’articulations permettant
d’atteindre un objectif donné, se fait a partir des parametres des articulations. Conformément a la
Figure 6, on note, respectivement,b = ﬂhf iIS +,1e le vecteur rotation de la plateforme (aussi

nommé vecteur de la vitesse angulaire B= &, it et 'on admet que, dansR(O,L%o,E) lié au bati,

R
0 - sind cosxcosa
P= Ef=S 0 cost cosxsind B . (15)
1 0 - sinx












